I. megoldas. A B, illetve D csicsok megtalalasahoz a négyzet azon tulajdonsagat hasznéljuk, miszerint minden
cstics megkaphato az A cstesbol az O kozéppont koriili egymas utan vett 90°-os forgatasokkal.

A késtbbi targyalas egyszertiségéért engedjiik meg, hogy a négyzet pontta fajuljon. Ha ezt nem szeretnék, akkor is
egyértelmi, hogy a mértani helyek mely pontjait kell elhagyni.

Ha egy P(z,y) pontot egy D(d, 0) pont koriil forgatunk +90°-kal, akkor nyilvan a P’'(d—y, x —d) pontot kapjuk, ha
—90°-kal forgatjuk, akkor pedig a P”(d + y,d — z) pontot. (Az 1. dbrdn lathat6 megfontolasokhoz hasonléan belathato
a tobbi esetre is.)
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1. abra

Ezek alapjan az adodik, hogy egy az + by + ¢ = 0 egyenleti egyenes +90°-os elforgatottja D koriil: bx — ay — (a +
b)d — ¢ = 0 egyenletd, —90°-o0s elforgatottja pedig: bx — ay + (a — b)d + ¢ = 0 egyenlet.

Legyen az o egyenes egy pontja O. Ha létezik hozzé a megfelel6 négyzet, akkor legyenek ennek cstcsai A € a,
Cec,BésD.

Lathato, hogy D az A pont O koriili —90°-os elforgatottja, de D a C pont O koriili +90°-os elforgatottja is, ami azt
jelenti, hogy D bizonyosan rajta van a —90°-os és ¢ +90°-0s O koriili elforgatottjan, tehat a metszéspontjukban van,
ha létezik metszéspont (2. dbra). Hasonloan lathato, hogy B az a +90°-0s és a ¢ —90°-o0s elforgatottjanak metszete,
ha létezik.

2. abra

Helyezziik el az o egyenest az x tengelyen, a és c egyenesek pedig legyenek a1z + b1y +c1 =0 és asx + by +c2 =0
egyenletiek. Vegyiink egy O(u,0) € o pontot.

Az a és c egyenesek felcserélésével B és D szerepe is felcserélédik, ezért most csak a D pontot vizsgaljuk. Legyen
D az (z,y) koordinataju pont. Ekkor, mivel D az a egyenes —90°-0s és a ¢ egyenes 90°-os O koriili elforgatottjanak
metszéspontja, az z-re és y-ra teljesiil, hogy

bz — a1y + (a1 — b1)u+ ¢ =0,
bax — asy — (az + ba)u — cg = 0.

Ezen egyenletrendszert megoldva adddik, hogy

coa1 + 2asa1u + ascy + boaiu — brasu

)

boay — bias

- b2a1u + b201 + b102 + blagu

, amennyiben a1by # asb;.
baay — braz




Viszont az
F = CleQ + a2b1, G = b1a2 — bzal — 2a1a2, H = ciag + Clbz + Czbl — C2a1

szamokra Fz + Gy + H = 0 minden O(u, 0)-ra, ami azt jelenti, hogy D meértani helye az Fa + Gy + H = 0 egyenleti
egyenes.

A B pont mértani helye nyilvan aq és aq, b1 és be, valamint ¢; és co felcserélésével kaphato meg.

Ha a1by = agby, akkor a || ¢, tovabba az elforgatottak is parhuzamosak. Csak akkor létezik D vagy B pont, ha
egybeesik a két elforgatott, ami nyilvan akkor kovetkezik be, ha O az a és c egyenesek kozépvonalan van, azaz a
kozépvonalnak és o-nak van metszéspontja: ekkor D és B mértani helye az a és ¢ egyenesek +90°-o0s elforgatottjai
O koriil.

Ha o || a | ¢, és 0o nem az a és c egyenesek kdzépvonala, akkor szerkesztési eljarasunk szerint — ami egyértelmten
meghatéarozza a négyzetet, ha az létezik — nyilvan nem létezik B és D, mert az elforgatottak mindig egyméstol kiillonbo6zs
parhuzamosok. Ha o az a és ¢ egyenesek kozépvonala, D (és persze B) mértani helye az egész sik.

II. megoldas. A négyzet A és C cstcsa egyenls tavolsagra van az o egyenestsl, ha O € o. Ha tiikrozziik A-t és
a rajta atmend tetszéleges a egyenest az o egyenesre, akkor A’ (az A tiikdrképe) ugyanakkora tévolsagra lesz o-tol,
mint C. Igy a lehetséges C' és A’ pontparok o-val parhuzamos egyenest hataroznak meg, a hozzajuk tartozo O pedig
A’ és C felezémertlegesének és o-nak a metszéspontja lesz. Mivel A’ tiikérképe a-n lesz, az A pont biztosan a-ra
illeszkedik, tovabba B és D is megszerkeszthet&ek.

Vegyiik a lehetséges A'C' szakaszok felez6pontjait (feltéve, hogy o nem parhuzamos sem c-vel, sem a’-vel), ezek egy
s egyenesen helyezkednek el, ugyanis c és o’ egyeneseket egy o-val parhuzamos o1 egyenessel elmetszve kapjuk sorban
a C; és A pontokat, illetve az Fy felez6pontot. Ha ¢ és o’ metszéspontja M, akkor minden tovébbi oz || 0 egyenessel
metszve a Cy M A} A-hdz hasonlo Co M AL A-t kapunk az M kdzéppontt hasonlosag szerint. Ez a hasonlosig viszi Fi-et
Fy-be. Igy a felez6pontok mértani helye az M F; = s egyenes. Ha ¢ és ¢’ parhuzamosak, akkor a felez6pontok ¢ és a’
kozépparhuzamosan lesznek.

Nem szerkeszthet6 C' ily modon, ha nincs e-nek és o1-nek metszéspontja: ¢ || 01, azaz ha ¢ || 0. Ekkor az o3 = ¢
esetben végtelen sok metszéspont jon létre: ¢ barmely pontjat valaszthatjuk C-nek, melyekhez ugyanazon A’ tartozik,
c és a’ metszéspontja, ha van. Ha o || ¢ || @, akkor o || ¢ || a is teljesiil, és csak akkor szerkeszthets a négyzet, ha o a
kozéppéarhuzamosuk. Ugyanigy A’ az egész o’ egyenesen valaszthato, ha a || o, melyekhez pontosan egy C talalhato,
ha a és ¢ nem parhuzamosak, egyébként pedig o-nak kézépparhuzamosnak kell lennie.

Az F felez6pont o-ra merdleges vetiileteként kapjuk a megfelelé O kbézéppontot.

Felhasznaljuk, hogy tetszéleges u, v, w, z és x valos szamokkal az (ux + v, wz + z) koordinatékkal megadott pontok
mértani helye egy egyenes, ha u és w nem egyszerre 0. Ugyanis ha v = 0, akkor az X-tengelyre merGleges egyenesen,
ha w = 0, akkor az Y-tengelyre mercleges egyenesen lesznek a pontok (tovabba minden pont ilyen alaku, pl. (v,y)

pont esetében = = E) Ha ww # 0, akkor
v
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alapjan a pontok egy v meredekségi, az Y-tengelyt z — ™ ben metsz6 egyenesen vannak. (Az egyenes minden pontjat
u
megkapjuk ily moédon: ha
w vw
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Tro —
akkor x =

Y szammal megkapjuk a P koordinétéit a kivant modon.)

A megfelezl% B pontokat az alabbi médon kaphatjuk meg: kijeloliink s-en egy pontot, és rajta at parhuzamost
htzunk o-val. Ahol a parhuzamos metszi c-t, ott lesz C. A kijelolt pont o-ra valdé merdleges vetiilete lesz O. A C-t O
koriil —90°-kal elforgatva kapjuk B-t.

Tegyiik az egyeneseket egy olyan koordinata-rendszerbe, melynek X-tengelyére esik o, az origd pedig legyen o és
s metszéspontjaban. A B pont szerkesztése soran csupa olyan transzforméciot végziink, amellyel a kapott pontok
koordinatai egy x tetszGleges valos szam els6foki polinomjaként allnak els, legyen x a kivalasztott pont origotol vald
tavolsaga.

Tehat, ha létezik az s egyenes, akkor a B és D pontok mértani helye egy-egy egyenes.

Szerkesztésiink soran felbukkant néhany kivételes elrendezés, melyeket kiilon kell megvizsgalni.

1.Had || o] ¢ és a # c, akkor nincs megoldas.

2. Ha o kozépparhuzamos, akkor ¢ = @' = s és a sik barmely P pontja lehet B vagy D. Vegyiink ekkor egy
tetszleges O pontot o-n P mer6leges vetiiletén (T) kiviil. Szerkessziink merdlegest OP-re O-n at: ez a merdleges a-t
és c-t A-ban és C-ben metszi. Ekkor AO = CO > OP teljesiil, ha O elegendGen kozel van T-hez. O-t tavolitva T-t61
OA = OC tart a és ¢ egyenesek tavolsagahoz, OP pedig a végtelenhez folytonosan. A folytonossag miatt lesz egy olyan
helyzet, amikor OA = OC = OP, ebben a helyzetben P valoéban egy el6fordul6é négyzet B cstucsa. Ha O-t az o-n T
maésik oldalan vessziik fel, akkor D cstcsot kapunk.

3. al ovagy c| o (és ¢ nem parhuzamos veliik). A B és D pontok mértani helye szintén egy-egy egyenes.



4. Barmely két egyenes egybeesésekor csak akkor lesz megoldas a fentiek szerint, ha a és o vagy c és o esnek egybe.
2.-hoz hasonléan a sik barmely pontja jo lesz. (Ha nem engedjiik meg az egy pontta elfajulé négyzeteket, akkor az
egyenesek kozos metszéspontja nem jo.) Ha a és ¢ egybeesik, akkor megoldast kapunk, ha o is egybeesik veliik: 2. szerint
a sik minden pontja (nem elfajulo esetben a kozos egyenes kivételével) jo, azaz B és D pontok mértani helye. Szintén
megoldést kapunk, ha a = ¢ és o metszi Gket, am ekkor a metszéspont kijeloli O-t, B és D az a = c egyenesre O-ban
merGleges egyenesen lesznek.

Megjegyzés. Tobben félreértették a feladatban feltett kérdést, igy csak szerkesztési eljarast adtak arra nézve, hogyan ta-

lalhatoak meg a négyzet B és D csticsal rogzitett O kbzéppontbol és A csiicsbol kiindulva. Pontvesztést jelentett a hianyos
diszkusszid.



