
I. megoldás. Legyen a háromszög területe T . Ekkor tudjuk, hogy 2T = ab sin γ = bc sinα = ca sinβ. A koszinusz-

tétel szerint b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ, amit átrendezve és a feltételt felhasználva a feltételt kapjuk, hogy

2b2 = a2 + c2 = b2 + 2ac cosβ, azaz cosβ =
b2

2ac
.

Mivel ctg β =
cosβ

sinβ
, a területképletet is használva

ctg β =
b2

2ac sinβ
=

b2

4T

adódik.

Ugyanígy kapjuk az a, illetve c oldalra felírt koszinusztételek átrendezéséb®l és a megfelel® területképletekb®l, hogy

ctgα =
b2 + c2 − a2

2bc sinα
=

b2 + c2 − a2

4T
és ctg γ =

a2 + b2 − c2

2ab sin γ
=

a2 + b2 − c2

4T
.

A bizonyítandó állítás tehát

2 ·
b2

4T
=

b2 + c2 − a2

4T
+

a2 + b2 − c2

4T
.

Ez pedig nyilván igaz.

II. megoldás. Írjuk fel a koszinusztételt a háromszög mindhárom oldalára, s a kapott kifejezéseket helyettesítsük

be a feladat feltételéül adott egyenl®ségbe. Ezek szerint

2(a2 + c2) = 2(b2 + 2ac cosβ) = (b2 + c2 − a2 + 2bc cosα) + (a2 + b2 − c2 + 2ab cosγ).

Ezt átrendezve, majd abc-vel osztva kapjuk, hogy

2ac cosβ = bc cosα+ ab cos γ,

2 cosβ

b
=

cosα

a
+

cos γ

c
.

Az oldalak helyére az általánosított szinusztétel szerinti a = 2R sinα, b = 2R sinβ és c = 2R sin γ kifejezéseket

beírva (ahol R a háromszög köré írható kör sugara)

2 cosβ

2R sinβ
=

cosα

2R sinα
+

cos γ

2R sin γ
,

amit 2R-rel megszorozva és felhasználva, hogy ctg x =
sinx

cosx
éppen a bizonyítandó

2 ctg β = ctgα+ ctg γ

egyenl®séget kapjuk.
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