I. megoldas. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, vagyis minden 1 < i < n esetén taladlhaté az adott halmazok
kozott egy A; és egy B; halmaz ugy, hogy i ¢ A;, de B; = A; U{i}. Tekintsiik az adott halmazokat egy graf csticsainak,
amelyben minden i-re az A; és B; halmazokat Gsszekotottiik egy e; éllel. Ennek az n szégpontid, nyilvan egyszeri
grafnak pontosan n éle van, tehat talalhato benne egy kor, vagyis adott halmazoknak egy olyan Hi, Hs,..., Hy
sorozata, ahol k > 3, és — az indexekkel modulo k£ szamolva — minden i-re H; és H;1q kozott halad egy él. A kor
iranyitasat megfelelen valasztva feltehetjiik, hogy H; = A;, Ho = B; valamely 1 < j < n esetén. Ekkor a j szam
nem eleme a H; halmaznak, de eleme Hs-nek. Mivel ¢ # 1 esetén H; és H; 1 koz6tt mar nem az e; él vezet, ebbdl
j € Hs, majd ugyanigy j € Hy,...,j € Hy, végil (k > 3 miatt) j € Hy adodik. Ez az ellentmondas az allitas igazat
bizonyitja.

IL. megoldas. A feladat allitasanal altaldnosabbat latunk be: a halmazok szadmara vonatkozo teljes indukcidval
bizonyitjuk, hogy ¢ < n halmazt mar ¢ — 1 darab alkalmas szam el6forduldsa alapjan is meg tudunk kiilénboztetni,
azaz létezik n — ¢ + 1 olyan szdm, amit mindegyikbdl elhagyva tovabbra is kiilonbozéek maradnak: egy halmaz esetén
ez nyilvan igaz; ha két halmaz van, és csak egyetlen szamban kiilonboznek, akkor elég azt a szamot megtartani, ha
legalabb kett&ben, akkor mindegy, hogy melyiket.

Ezutéan feltehetjiik, hogy m > 3 halmazunk van, és minden i < m-re i szdma halmazra igaz az allitas. Vegyiink egy
olyan k szdmot, amely nem fordul el6 minden részhalmazban, csak 0 < b < m darabban. Ekkor az indukcios feltétel
alapjan ezt a b darab részhalmazt pusztan b— 1 alkalmas szam el6fordulasa alapjan meg lehet egymastol kiilonboztetni,
a maradék m — b darab halmazt pedig m — b — 1 darab megfelel6 szam el6fordulasa alapjan. Barmely két, kiillonbo6z6
csoportban levé halmaz a k el6forduldsaban kiilonbozik egymastol.

Osszességeében tehat elég legfeljebb

14+ (b-1)+(m—-b—1)=m—1

szam el6fordulasat nézni (lehetnek ugyanis atfedések is, ami tovabb csokkenti ezt a szamot).



