1. Impulzusmomentum-megmaradas

la—1lc. A Fold—Hold rendszer teljes impulzusmomentuma a Fold forgasabol és a Hold keringésébdl szarmazo
két tag Osszege. A feladat jeloléseit hasznalva kezdetben az impulzusmomentum Ly = Ipwp; + Imwhi, a folyamat
végén pedig, amikor a Fold forgasdnak és a Hold keringésének szogsebessége megegyezik, Lo = Ipws + Igows. Az
impulzusmomentum-megmaradas tétel értelmében L = Lo, és La-ben a Fold impulzusmomentumat elhanyagolva azt
kapjuk, hogy

(1) Ly = Irwp1 + Imiwnr = Tnowo.

(Emlékeztet6iil, az impulzusmomentumot L, a tehetetlenségi nyomatékot I, a szogsebességet w jeloli. Az 1 index a
kezdeti allapotra, 2 a végss allapotra, F a Foldre, H pedig a Holdra utal.)

2. Végs6 palyasugar és szogsebesség a Fold—Hold rendszerben

2a—2c. Feltételezve, hogy a Hold a végss helyzetben is korpalyan kering a Fold koriil, mozgasegyenletére (rendezés
utan) az adodik, hogy w3 Ds = G Mgy, ahol Dy a végsé palyasugar, G a gravitacios dllando, My pedig a Fold tomege.
Felhasznélva az L;-re kapott (1) Gsszefiiggést, valamint hogy Is = MyD3, a végs6 palyasugarat és szogsebességet
koénnyen kifejezhetjiik a kért mennyiségekkel:

L2 G2MEM}
(2) Dy = GTFM?I7 Wo = T

2
2d—2e. Kozismert, hogy az R sugart, M tomegd homogén gémb tehetetlenségi nyomatéka gM R?. Ennek felhasz-

nalasaval, a feladatban leirt modell alapjan a Fold tehetetlenségi nyomatéka

247w
Ip = = —(rfer + (15— 17)00) = 8,0 107 kg m?.
(Az els6 tag az 1 sugard, p; strtségi belsé mag jaruléka, mig a masodik tag az o kiils6 sugara, g stirtségi kiilsé
kopeny jaruléka.)
2f—2h. A feladatban megadott adatokat a méar felirt (1)—(2) formuldkba behelyettesitve a keresett szamértékek
kénnyen meghatarozhatok:

2
Ly —3.4.10% <80
S

3

Dy =5,4-10% m, tehat Dy = 1,4D1,
1
we =1,6-107% =, igy a periodusid6 46 nap.
S
. L 11 - 32 kg m? . , 34 kg m’
2i. A végss helyzetben a Fold impulzusmomentuma Irws = 1,3-10°° ——— mig a Holdé Iyows = 3,4-10°* —=——

ami kozel 260-szorosa a Foldének, tehat a szamolas elején tett elhanyagolas valoban jogos volt.

3. Mennyivel tavolodik a Hold évenként?

A Fo6ldon levs vizréteg szabad felszine alland6 graviticios potencidla feliileten helyezkedik el. Ha csak a Fold
gravitacios terét vennénk figyelembe, akkor az ekvipotencialis feliiletek koncentrikus gobmbok lennének. A Hold gravi-
tacios terének hatasara e gombok deformélédnak; a Fold Hold felé esd, és azzal atellenesen elhelyezkedS pontjukban
Jkitiiremkedések” jonnek létre. (Ezeknek a kitiiremkedéseknek a forgd Foldhoz képesti mozgasat érzékeljiik arapaly-
ként.) A Fold forgasa miatt a kitiiremkedések kicsiny 9 > 0 szoggel kifordulnak a Fold—Hold egyenesbol. A feladat
szerinti modellben a kitiiremkedéseket két m tomegi tomegponttal helyettesitjiik, melyek a Fold felszinének atellenes
pontjaiban helyezkednek el, ahogy az 1. dbrdn lathato.
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Mivel ¢ > 0, a két égitest forgatonyomatékot fejt ki egymasra, mely a Fold forgasat lassitja, a Hold péalyamenti
impulzusmomentumat pedig noveli.

3a—3f. Az egyszert modell alapjan kénnyen kiszamolhatjuk két tomegpont Holdra haté forgatonyomatékat.

A koszinusztétel alapjan a tomegpontok tavolsidga a Holdtol

dy = D} + 72 £ 2Dy cos 9,
tehéat a tomegpontok és a Hold kozti gravitacios erd
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Az ODH haromszog teriiletét kétféleképpen folirva §TOD1 sind = §k+d+, ahonnan az F; er6hoz tartoz6 erékar

roDq sin v
ky = ——.
d:
Hasonl6 formula kaphaté a maéasik erékarra is, igy a két tomegpont altal kifejtett forgatonyomaték:
GmMyregDq sind

5.
(D3 + 18 £2D1rg cosd) 2

T = Fiky =

Egyszertsitsiink Di’—el és alkalmazzuk az (1 + €)” ~ 1+4¢ca kozelits formulat, mely € < 1 esetén érvényes, figyelembe
véve, hogy esetiinkben ;—O < 1.
1
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GmMyrgsind 3 7“3 o
o ZEHORE (1220 £330 o5 ).
D? ( 2 D2 T D, °°

A fenti kozelitéssel élve a Holdra hato, keringését gyorsito ereds forgatonyomaték:

6GmMyré sind cos v
D}

(3) T=T_—T4 R =4,1-10" Nm.

3g—3h. A Fold koriil kérpalyan kerings Hold mozgasegyenlete

GMyp My

T = MyDuw,

| GM
ahonnan a Hold szogsebessége wy = DsF . Ennek felhasznalasaval a Hold impulzusmomentuma a keringési sugérral

kifejezve:

(4) LH = IHwH = MH\/ DGMF

Ez az Osszefliggés fonnall az impulzusmomentum és a palyasugar jelenlegi Ly és Dy értéke mellett is, és At id6vel
kés@bb is, amikor az impulzusmomentum értéke a 7 forgatonyomaték hataséara Lygi + 7At lesz, a Hold palyasugara

pedig D1 + AD-re né. Mivel

\/D+ADm/5+A—D,
2v/D

azért a (4) Osszefliggésben a két oldal megvaltozasara azt kapjuk, hogy

. My [GMg
ALlM—TAt— 9 D1

AD.

Innen AD-t kifejezve, és At = 1év = 3,1- 107 s értékkel szamolva a Hold jelenlegi éves tavolodasara azt kapjuk, hogy

27'At D1
5 ADy = ——/—=——=10,034 m = 3,4 cm.
5) L= [ — 003t m =34 an
A (3) formulaval megadott 7 forgatonyomaték csokkenti a Fold impulzusmomentuméat, ALy = —TAt = IpAwp,
ahonnan At =1 év alatt a jelenlegi sz6gsebesség-valtozas:
At 1
(6) Awpy = ——— = —1,6-10714 =,
IF S
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Mivel a periédusidé Ty = —W, a nap hossza egy év alatt
w

1 1 2m
- — ) -5Aw=19-10"°
w+ Aw w> WY T i

ATF = 27T<

értékkel né.
4. Hova lesz az energia?

4a—4b. Korabban (a 3g. pontban) lattuk, hogy a korpéalyan keringd Hold szogsebessége

GMp
D3

WH1 =

Ezt felhasznalva a Fold-Hold rendszer mechanikai energidja jelenleg:

_ IFM%I + IHCU%H _ GMFMH - IFw§1 - GMFMH

E
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Figyelembe véve, hogy

~

1 1 1
2y — 2_ 2@ 6 —_ == — & ——
Aw?) = (w+ Aw)” —w” = 2wAw,  és A< ) .

valamint felhasznélva az (5)—(6) eredményeket, az egy év alatt bekovetkezs energiavaltozas:

GMyp My

AD; =—-9,0-10" J.
2D% 1 y

(7) AE = Irwp1Awri +

4c—4d. A Fold teljes felszinét h = 0,5 m vastagon beborito vizréteg témege:
My, = dnrihoys, = 2,6 - 1017 kg,
A viz viszkozitdsa miatt egy év alatt disszipalodott energia:
APFyi; = —gMyih - 2-365-0,1 = —9,3- 10 J,

ami jol egyezik a (7) egyenletben kapott energiacstkkenéssel.



