I. megoldas. A tetraéder cstcsainak a metsz6 sikon 1év6 merdleges vetiiletei legyenek A’, B', C’ és D', a csticsoknak
a metsz6 siktol vett tavolsagat pedig jelolje rendre d4, dp, de, dp. (Ha ezen tavolsagok valamelyike 0, akkor az allitas
nyilvanvalé.) Ekkor az AA'K és BB'K derékszogii haromszdgek megfelels szogeik egyenlGsége miatt hasonloak, tehat

AK _dy
BK  dg
és ugyanigy kapjuk, hogy
BL dp CM dec , DN dp

CL dc’ DM dp & AN~ dx
Vagyis AK - BL-CM - DN = BK - CL- DM - AN.

Szorozzuk meg mindkét oldalt az
AK -BL-CM -DN

(AB-BC -CD - AD)?

torttel, majd a jobb oldalt alakitsuk at felhasznalva, hogy BK = AB — AK, CL = BC — BL, DM =CD — CM és
AN = AD — DN, végiil pedig alkalmazzuk a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenséget:

AK -BL-CM-DN\?
AB-BC-CD-AD ) —

_ AK(AB - AK) BL(BC —BL) CM(CD—-CM) DN(AD - DN) -
o AB? BC? C D2 AD?2 -

_(AE+(AB-AK)\* 1 (BL+(BC-BL)\* 1
- 2 AB? 2 BC?

(CM+(CD-CM)\* 1 (DN+(AD-DN)\* 1 _ (1\"
2 CD? 2 ADz  \22)

Az egyenlétlenség mindkét oldalabol négyzetgyokot vonva éppen a bizonyitandd allitast kapjuk.

II. megoldas. Vegyiink fel egy térbeli derékszogi koordinatarendszert ugy, hogy a metsz6 sik egyenlete Z = 0
legyen. Vetitsiik a feladatban szereplé pontokat merélegesen a z tengelyre, tetszdleges T pont vetiilete legyen T7. A
merGleges vetités osztoviszonytarto, ezért elegends azt megmutatnunk, hogy

AK' BL CM D’N’<i
A'B" B'C' C'D' A'D' — 16

Ha a metsz6 sik &tmegy a tetraéder valamelyik csticsan, akkor az egyenlétlenség nyilvan teljesiil, mert a bal oldali
tortek egyike 0. Ha a sik egyik csticson sem megy at, akkor az A és C' cstcsok a sik egyik, a B és D csucsok pedig a sik
mésik oldalan helyezkednek el. Mivel a metszé sik merdleges a z tengelyre, azért ugyanez igaz az A’, C’, illetve a B’,
D' pontokra is. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy A’ és C’ harmadik koordinétai pozitivak, mig B’ és D’ harmadik
koordinatéi negativak. Tehat A’(0,0,a), B'(0,0,—b), C'(0,0,c) és D'(0,0,—d) alkalmas pozitiv a, b, ¢, d szdmokkal.
Mivel K' = L' = M’ = N' = (0,0,0),

AK'  a BL b CM ¢ _ DN d

AB a+b BC bte OD c+d O AD d+a

Tehat azt kell bizonyitanunk, hogy tetszbleges pozitiv a, b, ¢, d szamok esetén fennall az

a b c d <i
a+b b+c c+d d+a ~ 16

egyenl6tlenség. Ez viszont egyszeriien kovetkezik a szdmtani és mértani kdzepek kozti egyenlGtlenségek atrendezésébdl
adodo

Vab 1 Vbe 1 Ved 1 Vda 1
<5 <, < - ¢6s <z
a+b ™ 2 b+c ™ 2 c+d 2 d+a = 2

egyenl6tlenségek Osszeszorzasabol.
A bizonyitasbol az is latszik, hogy egyenlGség pontosan akkor van, ha a metsz6 sik a tetraéder négy élfelezGpontjan
megy at.



