I. megoldas. Jeldljiik a hdromszog szogeit a szokdsos médon «, 5 és y-val, a magasagvonalak talppontjait T4, Tp
és To-vel, a koriilirt kor sugarat pedig R-rel.

Ha o = 90°, akkor M = A = F és az éllitas nyilvanvalo (1. dbra). Ha o nem derékszog, akkor megkiilonboztetjiik az
a < 90° (2. dbra) és az o > 90° (3. dbra) eseteket. Ez utobbi esetben az EAF haromszog A-nal 1év6 szoge tompaszog,
ezért a vele szemben lév6 EF a haromszog legnagyobb oldala. Azaz EF > AE = AO = R, vagyis ekkor a feladat
allitasa nem igaz. Ha viszont tgy modositjuk a feladatot, hogy a > 90° esetén az ABC haromszog C A oldalanak A-n
tuli meghosszabbitdsan vessziik fel azt az E’ pontot, melyre AE’ = AO = R (8. dbra), akkor erre a pontra teljesiil,
hogy E'F = AO.

0.

3. dbra

A modositott feladat bizonyitasa nagyon hasonl6 a két esetben, ezért ahol lehet, egyszerre targyaljuk a két lehets-
séget, de vannak apro6 eltérések, ezeknél kiilon-kiilon kell megvizsgalnunk a hegyes-, illetve a tompaszogli haromszoget.

Az ABC haromszogben az altalanositott szinusztétel szerint AB = 2Rsiny. Az ATpB derékszdgl haromszog
B-nél 1éve szoge 90° — q, illetve o — 90°. Ezért

ATp = ABsin (90° — a) = 2Rsin+y cos a,
illetve
ATp = ABsin (a — 90°) = 2Rsiny(— cos a).

Az AT4C derékszogii haromszog A-nal 16v6 szoge 90° — . Ez a sz0g a hegyesszogi esetben egyuttal az AMTg
derékszogl haromszog A-nal 16vs szoge is, a tompaszogl esetben pedig M ATp< és T4 AC< csucsszogek. Ezért

_ ATgp _ 2Rsm7(:|: cos ) — 49Rcosa
cos (90° — ) sin 7y




Mindkét esetben igaz, hogy AF = AM és AE = AE' = R. Ha « hegyesszog, akkor irjuk fel az AEF haromszog
EF oldalara a koszinusztételt:

EF? = AE? + AF? —2AE - AF cosa =
= R? +4R%*cos’a — 2R - (2R cos ) - cosa = R?,

tehat FF = R, ami épp a bizonyitando allitas.
Ha pedig o tompaszdg, akkor az AE'F haromszég A-nal 1évé szoge 180° — «, ezért ebben a haromszdgben a
koszinusztétel szerint

E'F? = AE” + AF? — 2AE’ - AF cos(180° — o) =
= R? +4R%*cos’a — 2R - (—2Rcosa) - (—cosa) = R?,

tehét erre a pontra teljesiil, hogy E'F = AO.

II. megoldas. Csak hegyesszogi haromszog esetén bizonyitjuk az allitast. (Az olvasora hagyjuk annak meggon-
dolasat, hogy az I. megoldasban kimondott, tompaszogti haromszogekre vonatkozd moédositott allitdst hogyan lehet a
kovetkezs bizonyitas apro valtoztatasaval belatni.)

Hasznéljuk az . megoldas jeloléseit, legyen tovabba az ABC haromszog silypontja S, a BC oldal felez6pontja T,
az E pontnak az AB egyenesen 1év6 merdleges vetiilete pedig G. Az ABC haromszog koriilirt korében a révidebbik
BC ivhez tartozo keriileti sz6g «, ezért kozépponti és a keriileti szogek kozti Osszefiiggés alapjan BOC< = 2a. Mivel
O a BC szakaszfelez6 merdlegesén van,

BOC«
=«
2
Tehat a BOT és EAG derékszogi haromszogek egybevagoak, mert két-két szogiik és az atfogojuk (BO = R = EA)
megegyezik. Ezért OT = AG is teljesiil (4. dbra).

BOT« =

A

4. dbra

Tudjuk, hogy az O, S és M pontok az ABC haromszog Euler-egyenesén vannak és 205 = SM. Az SOT és SM A
(AB = AC esetén elfajuld) haromszogek hasonléak, mert megfelels oldalaik parhuzamossaga (OT és AM meréleges

1
BC-re) miatt a megfelels szogeik egyenlGek. A hasonlosag aranya S 3 miatt 1: 2, tehat
AG =0T = ATM .

AF
Vagyis AG = - Mivel EG merdéleges az AB egyenesre, az A pont EG-re vonatkozo tiikorképe F'. Ebbdl viszont az

is kovetkezik, hogy az F'A szakasz EG-re vonatkozo tiikorképe az EF szakasz.
Tehat FF = FA = OA, ami épp a bizonyitando allités.



