Megoldas. Jeloljiik a B és a D pontok merdleges vetiiletét az ACE sikon B’-vel, illetve D’-vel. Mivel az ABC,
ABE és BCE sikok egyarant 45°-os szdget zarnak be az ACE sikkal, a B’ pont tévolsiga az AC, AE és C'E egyenesek
mindegyikétsl éppen BB’ fiiggetleniil attol, hogy B’ az egyeneseknek melyik oldalara esik. Hasonloképpen, a D’ pont
tavolséga az AC, AE és CE egyenesek mindegyikétsl éppen DD’ (1. dbra).

1. dbra

Négy olyan pont van az AC'E haromszog sikjaban, ami egyenls tavolsagra van az AC, AE, CE egyenesektdl; a
haromszog beirt korének, valamint a harom hozzairt kérének kézéppontja. Jelolje ezeket I, illetve a szokasos indexeléssel
Ia, Ic és Ig; a B és a D' pont ezek kouziil kettd.

Mivel az ABE és az ADFE sikok, illetve a BC'E és a CDE sikok szimmetrikusak az ACFE sikra, az EB és az ED
egyenesek is egymads tiikorképei. Az EB és ED egyenesek mer6leges vetiilete az ACE sikra tehéat egybeesik; a B’ és
D' pont az AEC szognek ugyanazon a (bels6 vagy kiils6) szogfelezgjén van.

2. abra

Ha B’ és D' az AEC szdg belst szogfelezéjén van, akkor egyikiik I, a mésik Ig. Mivel B és D szerepe felcserélhetd,
feltehetjiik, hogy B’ = I és D' = Ig (2. dbra). A Pitagorasz-tételt felirva az ABB', ADD’ és AB'D’ derékszogi
haromszogekre,

AB? + AD? = (AB"* + BB'*) + (AD'*> + DD'*) =
= (AB” + AD”*)+ BB” + DD'> = B'D"” + BB”> + DD"".
Hasonl6an, az A helyére C-t irva,
BC? + CD® = (B'C* + BB'?) + (CD"* + DD"*) =
= (B'C*+CD* +BB”?+DD"”*=BD”+BB?+DD".

Azt kaptuk, hogy AB? + AD? = BC? + C'D?, az allitas tehat teljesiil.

Most vizsgaljuk azt az esetet, amikor B’ és D’ az AEC szdg kiils6 szogfelezGjén van, vagyis egyikiik T4, a masik
Ic. Az AB'CD’ négyszog, ami a gila ABC D alaplapjanak meréleges vetiilete az ACE sikra, mindkét esetben hurkolt
(8. dbra), ami ellentmondas. Ez az eset tehat nem lehetséges.



3. dbra

Megjegyzések. 1. A bizonyitando6 egyenlGség a hurkolt esetben is teljesiil.

2. A versenyzd6k tobbsége indoklas nélkiil feltételezte, hogy a gila konvex, és nem vizsgélta azt az esetet, amikor
az ACE haromszog két oldallappal is 135°-0s szOget zar be. (Ez az oka a sok 4 pontos dolgozatnak.) Ha az ACE sik
mindegyik oldallappal ugyanakkora szoget zar be, akkor a konkav eset valoban nem lehetséges (csak a hurkolt), de ez
mindenképpen indoklasra szorul.



