I. megoldas. Azt mondjuk, hogy az a varosbol elérhetd a b varos, ha csak vonaton vagy csak buszon el lehet jutni
(esetleg atszallasokkal) a-bol b-be. A feladatot az orszagban talalhato varosok n szama szerinti indukcioval oldjuk meg.
A feladat allitdsa n = 1 esetén vilagos. Tegyiik fel tehat, hogy n-nél kevesebb varosra méar igazoltuk az allitast, és
tekintsiink egy n varosbol allo orszagot a leirt feltételekkel.

Legyen v az orszag egy tetsz6leges varosa, és tekintsiik a v-t6l kiilonb6z6 n — 1 varost. Ezen n — 1 varos koziil
barmely kettére igaz, hogy valamelyikiikbdl (esetleg v-n is atutazva) elérhet a masik. Modositsuk az n — 1 varosbol
allo halozatot (gondolatban) gy, hogy a létezs jaratok mellett odaképzeljiik azokat is, amelyek csak v-n &tutazva
valosithat6ak meg. Az igy kib&vitett, n — 1 varosbol all6 halozatra alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, tehat van
egy olyan f(v) varos az n — 1 kozott, amelybdl minden v-t61 kiilonb6z6 varos elérhets. Ha v is elérhetd f(v)-bdl, akkor
készen vagyunk, hiszen f(v) megfelel a kivanalmaknak.

Ha tehat v nem érhetd el f(v)-bol, akkor a feltétel szerint f(v) elérhets v-bél, és az altalanossag megszoritasa
nélkiil az is feltehets, hogy ez busszal lehetséges. Legyen B, illetve V' az f(v)-b&l busszal, illetve vastiton elérhetd,
f(v)-t6l kiilonbdz6 varosok halmaza. Tekintsiik a varosok V' := V U {v} halmazéat. Mivel f(v) nincs V'-ben, azért V'
legfeljebb n — 1 varost tartalmaz. Az is igaz, hogy V' barmely két varosa koziil egyikbél elérhets a masik (esetleg V'-n
kiviili varosok érintésével). A korabban latott médon alkalmazhatjuk az indukcios feltevést V'-re, igy van benne olyan
v’ varos, amelyb6l minden V'-beli varos elérhetd.

Ha v = v ez a varos, akkor v megfelel a feladat kivanalmainak, hiszen v-b6él minden V-beli varos elérhets v
valasztasa miatt, és azt is lattuk, hogy busszal v-b6l f(v) és az Osszes B-beli varos is elérhetd.

Ha pedig v # v, akkor v/ € V, és ekkor v’-b6l V minden varosa és v is elérhets. Ha v vonattal érhets el v'-bol,
akkor v elérhets lenne vonattal v'-n keresztiil f(v)-b6l is, amir6l kordbban feltettiik, hogy lehetetlen. Ezek szerint v
busszal érheté el v'-b6l. Azonban ekkor v-n keresztiil f(v) és igy B minden vérosa is elérhets v'-b6l busszal, ami éppen
azt jelenti, hogy v’ rendelkezik a feladatban megkovetelt tulajdonsaggal. O

A fenti bizonyitasban az indukcios lépés ,ravasz’. Az indukciot azonban a fenti megoldas elsé két bekezdése utan
mashogyan is befejezhetjiik.

II. megoldas. Ha az orszag valamelyik v varosa elérhets f(v)-b6l, akkor készen vagyunk, hisz ekkor f(v)-bol
minden véros elérhets. Tegyiik fel tehat, hogy ez egyetlen v varosra sem igaz, igy a feladatbeli feltétel szerint barmelyik
v varosbol elérhets f(v).

Legyen v egy tetszGleges varos, és tekintsiik a varosok

v, f), F(f ), F(f(f())), ...

sorozatat. Mivel véges sok varos van, ezért a sorozatban el6bb-utébb felbukkan egy mar korabban felsorolt varos is.
Talalunk tehat egymastol kiilonb6z6 vy, va, . .., vg varosokat ugy, hogy i = 1,2, ..., k-ra

f(v;) = vi41 teljesiil (ahol v = v1). A va,..., Uk, vkt1 varosok tehat rendelkeznek azzal a tulajdonsiggal, hogy
tetszoleges v;-bol v;—1 kivételével minden mésik v; varos elérhets. Ez azt is jelenti, hogy k& > 3, hiszen v;-bdl vy
elérhetd, de v, nem.

Tegyiik fel, hogy valamelyik v;_1-b6l v; vonattal, mig v;-b6l v;41 busszal érhets el. Tudjuk, hogy v;4+1-b6l v;_1
elérhetd. Ha ez busszal lehetséges, akkor v;-b6l busszal v;1-ben atszéllva v;_1-be juthatunk, amirdl feltettiik, hogy nem
lehetséges. Ha v;11-b6l vonattal lehet v;_;1-be eljutni, akkor innen vonattal tovdbbutazhatunk v;-be, ami f(v;) = v 41
miatt szintén nem lehetséges. Azt kaptuk tehat, hogy a v;_1-bdl v;-be jutas eszkézének azonosnak kell lennie a v;-b6l
v;i+1-be jutas eszkdzével.

Ha tehét v1-bd&l busszal juthatunk ve-be, akkor ve-b6l vs is busszal érhetd el, majd vs-boél vs-be is busszal juthatunk,
és 1gy tovabb egészen vy-ig. Vagyis v1-bdl vy elérhetd, ami ellentmond annak a feltevéslinknek, hogy egyetlen v varos
sem érhetd el f(v)-bdl. Kell lennie tehat olyan v varosnak, ami f(v)-b6l elérhets, am ekkor f(v) rendelkezik a feladatban
megkovetelt tulajdonsaggal. [

Megjegyzések. 1. Ketténél tobb kozlekedési eszkbz esetén mar nincs feltétleniil olyan varos, ahonnan minden mas véros
elérhets. Ez a helyzet, ha példaul A-bol B-be busz, B-bél C-be vonat és C-b6l A-ba mondjuk kishajo kozlekedik.

2. Ha nem tessziik fel, hogy barmely két varos kozott van valamelyik irdnyba kozlekedés, akkor nem mindig létezik olyan
varos, amelyikbdl minden masik elérhets. Igaz azonban, hogy talalhat6é varosoknak egy olyan V' halmaza, hogy semelyik V-beli
varosbol sem érhet§ el semelyik méasik V-beli varos, azonban barmelyik V-n kiviili varos elérhet§ valamelyik V-beli varosbol.
Nem latszik, hogy a fent kozolt megoldasok barmelyike kiterjesztheté-e az altalanosabb allitas bizonyitasava.

3. A kozolt megoldasok egyike sem algoritmikus, azaz egy kivant tulajdonsagu varos megtalalasara nem ad annal jobb
modszert, mint hogy sorra ellendrizziik az egyes varosokat. Létezik olyan (n-t6l fiiggetlen) ¢ konstans, hogy tetsz6leges varosrol
el tudjuk donteni cn lépésben, hogy rendelkezik-e a kivant tulajdonsidggal (ahol n az orszag véarosainak szamat jeloli), igy az
egymas utani ellenérzéseket legfeljebb en® lépésben el tudjuk végezni. A 2. megjegyzésben jelzett V halmaz megtaldlasa a
részhalmazok egyenkeénti ellendrzésével mar sokkal t6bb lépést igényelne. Létezik azonban olyan A algoritmus és C' konstans,
hogy barmely n varosbol allo orszagban az A algoritmus legfeljebb C - n? lépés utan megtalal egy, a 2. megjegyzésben leirt V
varoshalmaszt.

4. A feladat bizonyos rokonsagot mutat Gale és Shapley (sajnos nem eléggé) ismert ,stabil hazassagi” tételével. A részleteket
egy remélhetSleg hamarosan megjelend K6MaL cikk tartalmazza.



