I. megoldas. Tekintsiink a grafban egy tetszéleges poqo élt (ami a pg és a go csiucsot koti Ossze). Egészitsiik ki ezt
egy tovabb mar nem bévitheté U = pppn—1 .- - D1P0G041 - - - ¢m—1Gm Utta. (Ez biztosan megtehetd, hiszen a feladat egyik
feltétele szerint minden ut hossza legfeljebb k lehet.) Ha p, és a ¢, csicsokat él koti Ossze, akkor ezzel az éllel a p,qn,
ut kort hataroz meg, ami tartalmazza a kivalasztott élt. (U nem allhat az egyetlen pogo élb6l, mivel akkor mindkét
csucs foka 1 lenne); a tovabbiakban feltehetjiik, hogy nem ez a helyzet. A fokszamokra adott feltétel miatt p,, és gm,
is legalabb k/2 cstccsal van Osszekotve; ezek a cstucsok valamennyien U-hoz tartoznak, ellenkezd esetben ugyanis U
legalabb az egyik végén bovithets lenne egy tovabbi éllel és annak (U-n kiviil es6) végpontjaval. Mivel feltettiik, hogy p,,
és g, nincs egymassal 6sszekotve, a p,, és a g, csicsok valamennyi szomszédja a pp—1,...,P1,P0,90 - - - , m—1 Pontok
koziil keriil ki; ezek szdman+m < n+m+1 < k = k/2+4 k/2. Ebb6l kovetkezik, hogy a pn—1,...,01,P0,490, - - -, Gm—1
pontok kozott van olyan y, amely p,-nel és ¢,,-mel is 6ssze van kotve. Igy az U minden éle benne van a p,pn_1 ... YyPn
vagy az ¥y ...Qm—19my korok valamelyikében, tehat a poqo él is.

II. megoldas. G, mint minden graf 6sszefiiggsé komponensekre bomlik, és ezen komponensek mindegyikére teljesiil
a feladat valamennyi feltétele. Az allitast ezért elegends Osszefliggs gréafokra igazolnunk; ennek jegyében feltehetjiik,
hogy G 06sszefiiggs. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fol, hogy az a1 és ag csticsokat 0szek6td él nincs benne kdrben. Ha
a grafbol ezt az élt elhagyjuk, a kapott G/ graf mar nem Osszefiiggs, hiszen benne az ai-et as-vel Osszekots utat
az ayaz éllel (immaron G-ben) kiegészitve kort kapnank. Mivel G’ az ajas él visszahtizésaval az sszefiiggs G graffa
valik, G’ két Osszefiiggs komponensre bomlik: az a; csticsot tartalmazé komponensét jelolje A; (i = 1,2). Legyen k/2
felsG egész-része n; megmutatjuk, hogy az A; grafban létezik az a;-bdl induld, n hosszisagu ut. Ehhez csupan azt kell
észrevenniink, hogy A;-ben minden, a;-t6l kiilonb6z6 pont foka legalabb n (ugyanitt a; foka legalabb n — 1). Ha pedig
egy (A;-beli) a;z12s ...z, Gt hossza v < n, akkor z, foka legalabb n lévén, az a;, z1,x9, ..., z,—1 pontokon kiviil még
legalabb egy tovabbi z,4; csticesal is Gssze van kotve, tehat az elébbi it 1-gyel meghosszabbithato, stb. Végiil, ha U
egy n hosszusagu ut (A;-ben) a-bdl ai-be, hasonloan Us egy n hosszisagu ut (As-ben) as-bél y-ba, akkor az ezek

k
Osszekapcsolasaval keletkezé UyajasUs Ut hossza 2n +1 > 2 - 5 +1=k+ 1>k, ami ellentmondas.



