Megoldas. Legyen k + % = f(n,k), ennek — adott n-re — a minimumat jelélje f(n). Ez a minimum mindig
létezik, hiszen k € N és rogzitett n mellett f(n,k) egy adott szamnal kisebb értéket csak véges sok helyen vehet fel.
Eszrevehetjiik tovabba, hogy a bizonyitandé azonossag bal oldala — az egészrész fliggvény monoton névekedése amiatt —
éppen [f(n)}

1
Minden k-ra nyilvan k + % <k+ nt

;ezért f(n, k) < f(n+1,k), ésigy f(n) < f(n+1).
Megmutatjuk, hogy f(m(m + 1)) = 2m + 1. Egyrészt minden pozitiv egész szamra

m2+m

a+ >2m+1,

mivel az a-val torténs szorzas révén ez ekvivalens a nyilvanvaloan fennallo (a — m)2 > a—m egyenlGtlenséggel. Masrészt
lathato, hogy egyenlGség is teljesiilhet, mégpedig pontosan akkor, ha a = m vagy a = m + 1. Hasonlban lathatjuk be,
2

hogy f(m?) = 2m: hiszen a + m > 2m ekvivalens (a — m)? > 0-val, ahol egyenlség az a = m esetben kivetkezik be.

a

Tekintsiik ezutan az 1%, 1-2, 2% 2-3, ..., (n — 1)n, n?, n(n + 1), ... szamokbol allé (c,) sorozatot, amelyen az
f fiiggvény értékei rendre: 2,3,4,5,.... Ha n tetsz6leges pozitiv egész, akkor létezik, mégpedig egyértelmien olyan ¢
index, amelyre ¢; < n < c;11; mivel f(c;) és f(ci41) egymast kovets (pozitiv) egészek, azért

[f(m)] = f(co).

Ugyanezek az Osszefiiggések a g(n) = [\/ 4n + 1} fiiggvényre is fennéllnak:
gm?) = [VAmZ 4 1] = 2m = f(m?),

hiszen (2m)* < 4m? +1 < 4m? + 4m +1 = (2m + 1)*. Hasonl6an
g(m(m+1)) = [V4m(m+1)+1] = [ (2m+1)2] =2m+1= f(m(m+1)).

Igy, ha ¢; < n < ci41, akkor az egész szamokbol 4llo (g(n)) sorozat monoton névekedése miatt ugyancsak g(n) =
g(ct) = fcr) = [f(n)], azaz g(n) = [f(n)] — ami a feladat &llitasat bizonyitja.

Megjegyzés. A feladatra legelGszor rapillantva 6hatatlanul a kéttaga szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség
juthat esziinkbe: pozitiv a, b szamokra a + b > 2v/ab. Ennek jol ismert, kdvetkezménye, hogy ha ab = ¢ allando, agy
a + b akkor a legkisebb, ha a = b = /c. Mivel a feladatban a csak egész szam lehet, hajlamosak lehetiink az iménti
elvet a kovetkezSképpen ,Altalanositani”: a + b annal kisebb, minél kozelebb van a a v/c-hez. Meglepd lehet, de ez a
sejtés igy, altaldban hamis: pl. ¢ = 20, a; = 3, ay = 6 esetén

|3— V20| < |6—v20], de 3+?>6+2—60.



