5n

Megoldas. A feladatban szerepls szam S = %, és nyilvan nem oszthato 3-mal (hiszen szamjegyeinek Gsszege
5", ami nem oszthaté 3-mal). Azt fogjuk megmutatni, hogy a 10°" — 1 szam minden 3-nal nagyobb primosztéja 1-esre
végzodik. (Ez nyilvan elegendd, mivel S sem 2-vel, sem pedig 3-mal nem oszthato, és minden 1-nél nagyobb osztoja
primosztok szorzatara bonthato; 1-re végz6ds szamok szorzata pedig szintén 1-re végzodik.)

Legyen m és k pozitiv egész, ¢ pedig olyan egész szam, amelyre m | ¢* — 1. Jelolje r azt a legkisebb pozitiv
egészet, amelyre m | ¢" — 1; megmutatjuk, hogy ekkor r | k. A k szerinti indukcioval bizonyitunk: k = r-re az allitas
nyilvanvaléan igaz; tegyiik fol, hogy minden olyan, k-nal kisebb v természetes szamra, amelyre m | ¢¥ — 1 fennall,
egyuttal r | v is teljesiil. Az m nyilvan osztdja a

(F=1)=(c"=1)=c"(F" =1)

kiilonbségnek is. Mivel m | ¢* — 1, azért ¢*, és igy ¢ minden hatvanya is relativ prim az m-hez; igy ¢*~" — 1 is oszthato
m~mel. Indukciés feltevésiink értelmében k& — r oszthaté r-rel, de akkor k is.

Legyen ezutdn p a (1O5n — 1)—nek egy, a 3-nal nagyobb primosztéja, és jeldlje r a legkisebb pozitiv egészet, amelyre
p | 10" — 1. Mint belattuk, ekkor r | 5", tehat r» = 5°. Mivel p > 3, az r nagyobb 1-nél, igy 5 | . Alkalmazzuk p-re és
10-re (amely a p-hez nyilvanvaléan relativ prim) a kis Fermat-tételt, miszerint p | 10P~! — 1. Az el6bbihez hasonloan
kapjuk, hogy p — 1 oszthat6 az r-rel, specialisan 5-tel is. Mivel p nem a 2, azért p — 1 a 2-vel is oszthatd, ebbdl pedig
kovetkezik, hogy p — 1 oszthatd 5 - 2 = 10-zel. Ez éppen azt jelenti, hogy p a 10-es alapd szdmrendszerben 1-esre
végzddik.



