Lovasz Laszlé Miklos megoldasa. A bizonyitandé allitas kovetkezik az alabbi allitasbol:
Végtelen sok p prim van, amihez létezik olyan n, hogy

2n+V2n<p, é pln®+l.

Ha ugyanis csak véges sok megfelel6 n lenne, akkor, mivel (n2 + 1)-nek véges sok kiilonb6z6 primosztoja van, csak

véges sok megfelels p lenne.
Ismert, hogy végtelen sok p = 4k + 1 alaka prim van, és hogy ezekre létezik olyan n, amire p | n? + 1. Legyen

p > 20 egy 4k + 1 alaka prim. Nyilvan létezik ekkor ilyen n a (0, p) intervallumbarl]. Ha n > g, akkor p —n < g, igy

(p—n)’+1=n>+1=0 (p).
Tehat van megfelels pozitiv egész n, amire n < g, vagyis 2n < p.
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Legyen n = pT Mivel p paratlan, £ > 0:

p—k\?
<—> +1=0 (p),
2
(p—k)?+4=0 (p),
E4+4=0 (p).
E*>0,4>0 = k?®4+4 >0, tehat k* +4 > p, amibsl k > \/p — 4. Ekkor tehat

p—k<p—Vp—4
2 - 2 ’

n =

vagyis

2n<p—a/p—4, 2n++/p—4<p, p—4>2n++/p—4—4.
Mivel p > 20, \/p —4 >4, amib6l p —4 > 2n = /p — 4 > Vv2n. Azt kaptuk tehat, hogy
p>\/p—4+2n>vV2n+2n.

Tehat ha p elég nagy, létezik hozza megfelels n, igy mivel végtelen sok 4k + 1 alakd prim van, végtelen sok megfelels
p van, és ezért végtelen sok megfelels n van.

In p szerinti osztasi maradéka megfelels lesz.



