Megoldésﬂ Vegyiik észre, hogy az egyenl6tlenség bal oldalan az abszolut érték belsejében allo kifejezés barmely
két valtozo cseréje nyoman elGjelet valt, és igy barmely két valtozoé kiilonbségével oszthatd. Szorzattd alakitva kapjuk,
hogy a bal oldal [(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c)|. Azz =a—b,y =b—c, z = c—a, t = a+b+c 4j valtozokat bevezetve
egyrészt 2 + % + 22 +t2 = 3(@2 +b% + 02), mésrészt minden olyan x, y, 2z, t szdmnégyesre, amelyre x +y + z = 0,
egyértelmten léteznek a megfelels a, b, ¢ mennyiségek. Keressiik tehat a legkisebb olyan M szamot, amelyre

(3:2—|—y2—|—z2+t2)2

(1) jeyat] < M :

A harom uj valtozo, x, y és z kozott van két azonos elGjeld, foltehetd, hogy ezek = és y. Mindkettejiiket a szamtani
kozepiikkel helyettesitve a bal oldal értéke ng (nem csokken), a jobb oldal értéke pedig csokken (nem né). (Ez nyomban

adodik a mértani, szamtani és a négyzetes kozepek kozti egyenlStlenségbdl.) Foltehetd tehat, hogy © = y (: ——=.
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Legyen u = |z| = |y| = ‘g‘ és v = [t|. Ezekkel a valtozokkal (1) a
2 2)2
(2) 20 < MW
alakba irhat6. A (2) egyenl6tlenséget v/2-vel szorozva kapjuk, hogy
2
Veuty < %M(&L2 +02)%,
amit az alabbi alakban is irhatunk:
2 2 2
V3u-VBu-V3u-v < Y201 16 ((fu) (V3u)* + (vau)* + )
9 4 '
Negyedik gyokot vonva:
16 +v?
(3) \/\/_u V2u - V2u - v<\4/—\/_M\/\/_u ) (v2u)” <.
Ha M = m, akkor (3) éppen a mértani és a négyzetes kozepek kozti azonosan teljesiilé egyenléStlenség, ami azt
9
jelenti, hogy M < ——. Ez a becslés viszont éles, ugyanis ha példaul a = 3+ \/5, b= \/5, c=v2— 3, akkor a feladat

16v/2

egyenlGtlenségében az egyenlGség teljesiil. Az M keresett értéke igy
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1 Mas megoldasok alapjan.



