I. megoldas. A jol ismert Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenség kivetkezs altalanositésat hasznaljuk

fel: Ha (a;), (b;), ..., (w;) nemnegativ, n elemi szamsorozatok, és a pozitiv a, 8, ..., A valos kitevSk osszege 1, akkor
n n « n B n A
S0 < (Z) <Zbi) <Zw) ,
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és az egyenlGség feltétele az, hogy a megfelel§ sorszamu elemek ardnya mindegyik sorozatban ugyanaz legyen (.

Skljarszkij—Jaglom—Csencov: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébdl 1. kotet, 304. feladat). Al-

kalmazzuk ezt az egyenlStlenséget, mégpedig a kovekez6 modon: Legyen adott két kételemt sorozat, ay = r, as = s,

illetve by = s, by = r; mivel r+s = 1, legyen a = r és 3 = s. Felirva az egyenl6tlenséget: r"s*+s"r* < (r+s) (s +r)° =
1 T

a s
175 = 1, ezzel az allitast igazoltuk. Egyenldség akkor teljesiil, ha L= 50 Az = =, ami pozitiv szamokra azt
as 2 S r

1
jelenti, hogy r = s = 3

II. megoldas. Porzitiv szam valds kitevés hatvanyat a racionélis kitev6jd hatvanyokra teljesiilé monotonitas se-
gitségével, hatarértékként szokas definidlni. Ezt nem részletezve de felhasznalva, az egyenlGtlenséget arra az esetre
igazoljuk, amikor az r és s kitevGk racionalisak.

Legyen r = %?, s = %, ekkor a feltétel miatt t = (p + q), és p, q,t > 0. Megmutatjuk, hogy ekkor

(1) st <r?4 s

(2) r¥.s" < 2rs.

A fenti két egyenl6tlenség sszege éppen azt mondja, hogy r" - s° +r° - s" legfeljebb 72 + 5% + 2rs = (r + 3)2 =1.

Az (1) belatasahoz:
. ( 9) _ e
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Tehat azt kell igazolnunk, hogy
r+¢ _ pP+q’
(p+a)? Pty
Itt a bal oldal éppen p darab p-nek és ¢ darab g-nak a mértani kdzepe, mig a jobb oldalon ugyanezen szamok szdmtani
kozepe all, igy az ezek kozti egyenlGtlenség bizonyitja (1)-et.

A (2) belatasa is hasonléan torténhet:
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RpT-qP < (p+q)- 5 = :
(p+q)” Pty
A bal oldal éppen ¢ darab p-nek és p darab g-nak a mértani kozepe, a jobb oldal pedig ugyanezen szamok szamtani
kozepe, ezzel (2)-t belattuk, és vele a feladat allitasat is.
Az egyenlGség teljesiilésének vizsgalatahoz csak azt kell meggondolnunk, hogy olyankor (1)-ben és (2)-ben is sziik-

"Rt < (p+aq)-

vagyis a cél

ségképpen egyenlGségnek kell lennie; az viszont csak p = ¢ esetén kovetkezik be, azaz r = s =

N =

III. megoldas. Mivel 1 =7 45 = 7""% + "5 = ¢"p% 4 s"5° azért
1—=(r"s"+7°s") =r"r®+5"s° —r"s® —s"r® = (r" — s")(r® — 5°).

Ha a > 0, akkor az 2 fliggvény a pozitiv szamokon szigorian monoton nd; igy a szorzat mindkét tényezGje pozitiv, ha
r > s, negativ, ha r < s, mig r = s esetén 0. A szorzat tehat mindig nemnegativ, amibdl a feladat allitasa leolvashato.
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Az is latszik, hogy egyenlség pontosan az r = s = 3 esetben all fenn.



