Megoldas. El6szor megmutatjuk, hogy az 2® — 2 polinomnak nincs sem elsé-, sem pedig masodfoki osztoja a
racionalis egyiitthatos polinomok kozott. Ha ugyanis lenne ilyen, akkor z° — 2 egy els6- és egy masodfoku racionalis

egyiitthatos polinom szorzata lenne. Az elséfokt ax + b oszténak a — racionalis szam gyoke, ami igy gyoke lenne az
a

K
23 — 2 polinomnak is. Azonban egy racionalis ~ szam (ahol K és N egymashoz relativ prim egészek) kobe sosem 2,

hiszen K2 = 2N? esetén a 2 kitevGje a bal oldalon (K3 primtényezss felbontasédban) oszthaté 3-mal, a jobb oldalon
pedig nem, ami lehetetlen.

Masodjara azt igazoljuk, hogy «, (8, v racionalis szamokkal a + BY2 + V4 =0 csak o = B = v = 0 esetén allhat
fenn. Ekkor v/2 gybke — az #° —2 polinomon kiviil - a (legfeljebb masodfoka) a4 Bz+~x? polinomnak; ekkor gydke e két
polinom legnagyobb kozos osztéjanak, d(x)-nek is. Az elscként igazolt tulajdonsig miatt d(x) csak harmadfoka vagy
konstans polinom lehet. Ha d(z) harmafoku, akkor csak ugy lehet egy legfeljebb masodfokt polinomnak az osztoja,
ha az nulla, vagyis a = § = v = 0. Ha pedig d(z) konstans, akkor — mivel van gyoke — csak a nulla polinom lehet, ami
viszont nem osztoja x> — 2-nek; ez az eset tehat nem kovetkezhet be.

A feladat allitasanak bizonyitasadhoz végezziik el az (a+b\3'/§+cx3/é_l)3 hatvanyozast az (z+y)* = 2+ +3zy(z+y)
azonossag ismételt alkalmazaséaval:

(a+ b2+ cVE)’ = (a+bV2)° + 4% + 3(a + bV/2) VA (a + bV2 + cV/4) =
= (a® +2b° + 3abV/2(a + bV2)) + 4+

+ 36\3/41(0,2 + 024 + 2abV2 + acV/4 + 2bc) =
= (a® + 2b° + 4¢® + 12abc) + (3a2b + 6b%c + 6ac?) V2 + (3ab? + 3a’c + 6bc?) V4.

A masodjara bizonyitott allitas szerint a kapott szam csak ugy lehet racionalis, ha 3a%b 4+ 6b%c + 6ac® = 0, és
3ab® + 3a’c + 6bc? = 0. Adjuk hozza az elsé egyenlGség b-szereséhez a méasodik (—a)-szorosat:

0 = (3a®b + 6b%c + 6ac®)b — (3ab® + 3a*c + 6bc*)a = 3¢(20° — a®).

A megoldas elején belattuk, hogy a masodik tényezs csak akkor nulla, ha a és b is az, kiilonben pedig ¢ = 0, amibgl
példaul az el6bbi elsé egyenlet révén ab = 0 kovetkezik; tehat ekkor is az a, b, ¢ szamok koziil legalabb kett6 nulla.

Megjegyzések. 1. A megoldas fontos részét képezs egyértelm elsallithatosag A+ Bv/2+ C'v/4 alakban (illetve ennek
altalanos formaja) megtalalhat6 a feladat kittizSjének, Fried Ervinnek a cikkében, lapunk januéri szaméanak 7. oldalan.

2. A kozolt megoldas modszerével kénnyen bizonyithato hasonlé allitas v/2 helyett ¢/n-re, ahol n tetszéleges olyan
egész, ami nem kobszam. ,Fels6bb” algebrai eszkozokkel pedig hasonld eredmény lathato be ¢/n-re is, ha p primszam,
és az n egész nem p-edik hatvany.



