Megoldas. Az elsG egyenletbdl z-t kifejezve és a masodik egyenletbe helyettesitve a miiveletek elvégzése utan
z? + y? 4+ zy = 50 adodik. Ha szorzunk a feltételezés szerint racionalis  és y nevezGjének a négyzetével, akkor innen

(1) X2+ Y2+ XY = 5022

adodik, ahol X, Y, és Z mar egész szdmok és van koztiik nullatél kiilonbozs.

Megmutatjuk, hogy az (1) egyenletnek nincsen a trividlis X =Y = Z = 0 szamharmastol kiilonb6z6 megoldésa
az egész szamok korében, innen pedig a feladat allitasa kovetkezik. Ehhez a 3-mal valo oszthatdség, illetve az ilyenkor
fellepd maradékok szerint vizsgéaljuk (1) két oldalat. Azt bizonyitjuk be, hogy amennyiben (1) teljesiil, akkor X, Y és
Z is oszthaté 3-mal. Ez mar elég, ugyanis (1)-ben minden tag masodfoku, tehat 9-cel egyszertsitve ugyanilyen alaku
egyenlethez jutunk. Erre az egyenletre a fenti lépést ajra és Gjra megismételve végiil az adodik, hogy az (1) egyenlet
megoldasai a 3-nak tetszbleges kitevGji hatvanyaval oszthatok; sziikségképpen nullaval egyenlsk.

Azt kell tehat igazolnunk, hogy ha az X, Y, Z egészekre teljesiil (1), akkor 3 | X, 3 | Y és 3 | Z. Az egyenletet
(X — Y)2 +3XY = 4872 + 277 alakba irva lathato, hogy (X — Y)2 és 277 egyenls maradékot adnak 3-mal osztva.
Ismeretes, hogy egy négyzetszam 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad, ez tehat csak ugy lehetséges, ha X —Y és Z is
oszthaté 3-mal. Mivel 3XY = 5022 — (X — Y)? és a jobb oldal oszthato 9-cel is, azért innen 9 | 3XY, azaz 3 | XY
kovetkezik. Mivel a 3 primszam, X és Y egyike oszthatd 3-mal. Ennyi viszont mar elég, lattuk ugyanis, hogy X —Y
oszthato 3-mal, igy ha egyikiik a 3 t6bbszorose, akkor a masikuk is az. Belattuk tehat, hogy ha (1) teljesiil, akkor
3| X,3|Y és 3| Z, a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. Erdemes a feladat egyenletrendszerének a jelentését is szemiigyre venni. Az elsé egyenlet egy origon
atmend sik, a masodik pedig egy origd kozépponti 10 egység sugari gomb egyenlete. A két megoldashalmaz k6zos
része tehat egy origd kozéppontt 10 egység sugara kor a térben, a feladat allitdsa szerint ezen a kordn nincsen olyan
pont, amelynek valamennyi koordinatéja racionalis.



