Nagy Csaba megoldasa. A feladat kérdésére a valasz: 3n. Ennyi stk valoban elegendd, példéul az z +y + 2z = 1,
r+y+z2=2,...,x+y+ 2= 3n egyenletl sikok megfelelnek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy néhény sikkal lefedtiik S-et, az origdt azonban nem. Megmutatjuk, hogy a sikok
szama legalabb 3n. Irjuk fol a sikok egyenletét ax + by + cz + d = 0 alakban (ahol a, b, ¢ nem mind nulla). Szorozzuk
Ossze az egyenletek bal oldalan allo kifejezéseket; egy p(z, y, z) polinomot kapunk, ami S pontjaiban nulla, az origoban
pedig nem. Igazolnunk kell, hogy p foka legaldbb 3n. Ehelyett a kovetkezd, altalanosabb allitast latjuk be:

a, b, c természetes szamok, és legyen

S(a,b,c)z{(x,y,z)|:E€{O,1,...,a}, y€4{0,1,...,b},
z2€{0,1,...,¢}, x+y+z>0}.

Ha az f(x,y, z) polinom S(a,b, ¢) pontjaiban nulla, a (0,0,0) pontban pedig nem, akkor a foka legalabb a + b+ c.

A bizonyitast az (a + b+ ¢)-re vonatkozo6 indukcioval végezziik. Ha a + b+ ¢ = 1, akkor a polinom legalabb els6foku
(azaz nem konstans), hiszen felvesz két kiilonboz6 értéket. Ha a + b + ¢ > 1, akkor tekintsiink egy, a feltételeknek
megfelel§ f polinomot, a fokat jelolje t. Az a, b, ¢ szamok kozott 1étezik pozitiv, legyen ez példaul a. Képezzik a
9(z,y,2) = f(x + 1,y,2) — f(z,y,2) polinomot. A g polinom foka nyilvan legfeljebb ¢; viszont f(z + 1,y,z)-ben
és f(z,y, z)-ben ugyanazok a megfelels t-edfoka tagok egyiitthatoi, igy ezek kiejtik egymast g-ben. A g foka ezért
legfeljebb t — 1. A g polinom az S(a — 1,b, ¢) halmaz pontjaiban nulla, az origoban viszont nem nulla; az indukcios
feltevés szerint tehat g foka legaldbb a — 14+ b+ ¢, amib6l ¢ — 1 >a — 1+ b+ ¢, azaz t > a + b + ¢ kovetkezik.



