Gyenizse Gergd megoldasa. (1) Tekintsiik a baratsagi kapcsolatokat megjelenité G graf pontjainak egy olyan
felosztasat egymastol diszjunkt A és B halmazokra, amelyre az A-ban talalhato maximalis méreti klikk legalabb akko-
ra, mint a B-ben talalhato, és a két méret kiilonbsége a lehets legkisebb. Ha e kiilonbség pozitiv, akkor megmutatjuk,
hogy az értéke 1. Ellenkez6 esetben az A pontjait egyesével rakjuk at B-be; egy pont athelyezésével az A-beli maximalis
méretd klikk mérete legfeljebb 1-gyel cs6kken, a B-belié legfeljebb 1-gyel nd, igy a kiilonbség legfeljebb 2-vel csokken.

(2) Ha a feladat allitdsa hamis, akkor tehat az A-beli maximéalis méretd klikk mérete a, a B-belié pedig a — 1.
A G-ben nincs 2a-klikk, hiszen akkor abbol vagy A-ba esne (a + 1)-klikk, vagy B-be egy a-klikk. A feladat feltétele
szerint ekkor viszont (2a — 1)-klikk sem létezhet G-ben.

(3) Ha A-nak valamely 2 pontja nem tartozik hozza egy A-beli a-klikkhez, akkor nincs olyan B-be es6 (a — 1)-klikk,
amelynek minden pontja Gssze van kotve z-szel: ellenkezs esetben ugyanis ezt az x pontot B-be athelyezve az A-beli
maximalis klikkméret tovabbra is a, a B-belié pedig szintén a-ra néne.

(4) Megmutatjuk, hogy A-ban csupan egyetlen a-klikk talalhato. Tegyiik fel ugyanis, hogy van kettd; az egyiket
jelolje C, és tegyiik at A-nak a C-hez nem tartozo pontjait egyesével B-be. Ennek soran B-ben ((3) szerint) nem
keletkezhet (a — 1)-nél nagyobb méretii klikk. Legyen p az a pontja A-nak, amelynek atrakasa el6tt még két a-klikk is
talalhato A-ban, utana viszont mar csak egy, C'. Jelolje tovabba ¢ a C-nek egy olyan pontjit, amely nincs 6sszekotve
p-vel. (Biztosan van ilyen pont, kiilonben p a C-vel (a + 1)-klikket alkotna.) Tegyiik vissza a p utan athelyezett
pontokat A-ba, a ¢ pontot pedig rakjuk B-be. Azt allitjuk, hogy ekkor viszont A-ban és B-ben egyarant a — 1 a
maximaélis klikkméret (ami ellentmondas). Valoban, g-val egyiitt csak C' volt a-klikk az A-ban, ami ¢ eltavolitasaval
megsziinik. A (3) szerint ¢ atkeriilése el6tt B-ben nem keletkezhet a-klikk, tehéat csak ugy johetne végiil létre, hogy ¢
Ossze van kotve egy eredetileg is B-be tartozo (a — 1)-klikk valamennyi pontjaval. Ekkor viszont a kovetkezSképpen
moédosithatunk: az eredeti A-bol csupan ¢ keriiljon at B-be, ezzel ott létrejon egy a-klikk; A-ban viszont megmarad
az a C-t6l kiilonb6z6 a-klikk, amely kordbban p attételével szlint csak meg, ezért sziikkségképpen tartalmazza p-t.
Igy azonban nem tartalmazza g-t, hiszen p és ¢ nincs Gsszekdtve. Ebben az elrendezésben tehat A és B maximalis
klikkmeérete egyarant a, ami ellentmondas.

(5) Jelolje a (4) szerint egyetlen A-beli a-klikket C, és helyezziik at az A Gsszes, C-n kiviili pontjat B-be; ennek
sordan B maximalis klikkmérete valtozatlanul ¢ — 1 marad. Ha viszont ezutan C = A barmelyik y pontjat B-be
helyezziik, akkor A maximaélis klikkmérete (a — 1)-re csokken, ezért — eredeti indirekt feltevésiink értelmében — B-ben
a-klikk jon létre, méghozza (4) szerint pontosan egy, jeloljik D-vel. A D-nek létezik olyan z pontja, ami az A-bol
megmaradt (a — 1)-klikk valamelyik pontjaval nincs 0sszekotve, hiszen ellenkezs esetben a két halmaz (2a — 1)-klikket
alkotna G-ben, ellentmondva (2)-nek. Igy azonban a z pontot az A-ba téve, ott tovabbra is @ — 1 marad a maximalis
klikkméret, B-ben pedig (a — 1)-re csokken, mivel D, az egyetlen a-klikk a z eltavolitasaval megsziinik. Ez ellentmond
eredeti indirekt feltevésiinknek.



