I. megoldas. Tekintsiink egy ilyen zart tordttvonalat. Oldalain egy irdnyban haladva irdanyitsuk az oldalvektorokat.
A torottvonal zart, ezért
a+b+c+d+e+f=0.

Rendezziik at az 6sszeget ugy, hogy az egymasra merdleges vektorok szomszédosak legyenek, ezt megtehetjiik a vektorok
Osszeadasdnak kommutativ és asszociativ tulajdonsaga miatt:

(a+d)+(b+e)+(c+f)=0.

Ez egyben azt is jelenti, hogy az (a+d), (b +e), (c + f) vektorok hosszaira teljesiil a haromszog-egyenlétlenség. Igy
a torottvonal létezésének sziikséges feltétele, hogy a Va2 + d2, /b2 + €2, \/c® + f? szakaszok koziil egyik sem lehet
nagyobb a masik kettG Osszegénél. Nem nehéz belatni e feltétel elégségességét is, hiszen ebbdl a harom szakaszbol
egy legfeljebb elfajult haromszog szerkeszthetd. Ezen haromszog megfelels oldalaira kifelé megszerkesztjiik a megfelel

derékszogl haromszogeket, a v/a? + d? hosszt oldalra az a és d befogoju derékszogi haromszoget, és hasonloan a
tobbit. Mar csak az oldalak atrendezésére van sziikség, gy, hogy szomszédos a és d, a b és e, valamint a c és f
atellenesek legyenek. Ehhez az aldbbi szomszédos oldalcserékre lesz sziikség, amelyeket az 1. dbran lathaté moédon,
esetenként elfajulod paralelogrammaékkal valosithatunk meg (a félkovérrel jelolt oldalakat cseréljiik):

audabaeacafa aabadaeacafa aabadacaeafa a,b,c,d,e,f.

Nem zartuk ki azt a lehet&séget sem, hogy a torottvonal szomszédos oldalai esetleg egy egyenesbe esnek.

1. dbra

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy ABCDEF A ilyen zéart torottvonal, ahol AB = a, BC = b, CD = ¢, DE = d,
EF = e, FA = f. Tiikrozziik az A pontot a BF szakasz felez6pontjara, az igy kapott A’ pontra A'B = FA = f
és FA' = AB = a. Ezek az egyméassal egyenld hossztisagt szakaszok egyben parhuzamosak is, tehat az A’'B szakasz
merdleges a CD szakaszra, az F A szakasz pedig a DE szakaszra.

Ugyanigy tiikkrozve a C' pontot a BD oldal felez6pontjara, az E pontot pedig a DF oldal felezGpontjara, olyan
A'BC'DE'F A’ zéart torottvonalhoz jutunk, melynek oldalai A'B = f, BC' =¢,C'D =b, DE' = ¢, E'F =d, FA' = q,
és az A'B, C'D, E'F szakaszok rendre mer6legesek a BC', DE’', FA' szakaszokra. Az A’C'E’ pontok tehét olyan,
esetleg elfajulo haromszdget hatdroznak meg, melynek oldalai v/f2 + 2, /b2 + €2, \/d2 + a2. Sziikséges feltétel tehat,
hogy ezen harom szakasz koziil egyik se legyen nagyobb a masik kett6 0sszegénél.

Ez a feltétel egyben elégséges is. Ugyanis ha a v/f2 + ¢2, /b2 + €2, V/d2 + a2 szakaszokbol megszerkesztjiik az eset-
leg elfajulo A’C’E’ haromszoget, majd ennek oldalaira a megfelels A'BC’, C'DE’, E'F A’ derékszogti haromszogeket,
ahol ’B=f BC' =¢,C'D =0, DE' =¢, E'F = d és FA' = a (erre az altalanos esetben 8 kiilonféle lehetGségiink
van), akkor az A’, C', E’ pontokat rendre az F'B, BD, DF szakaszok felez6pontjara tiikrozve a feltételeknek megfelels
ABCDEF A zart torottvonalat kapunk.

Bizonyitasunk nem csak sikban adja meg a kivant feltételt, példaként tekintsiik a 2. dbrdt.

2. dbra



