I. megoldés. Az egyenlet két oldalan nemnegativ szamok éllnak, igy gyokdt vonhatunk. Mivel z és y a [0;12]
intervallumban vannak, a jobb oldal négyzetgyoke (12 — z)(12 — y) = 12 — 12(x + y) + 2y. Igy azt kapjuk, hogy

(1) Vg =122 = 12(x +y) + 2y = 12% — 24%“’ +ay.

A jobb oldal nem cstkken, ha x és y szamtani kdzepe helyére az annal nem nagyobb mértani kozepiiket irjuk:

VTy <122 — 24\ /7y + 29,
A t = /xy valtozot helyettesitve innen a
0 <122 — 25t + 1% = (t — 9)(t — 16)

masodfoki egyenlGtlenség adodik. Mivel

0<t=ya< i<y,
azért a t valtozo is a [0; 12] intervallumba esik. Ezen a halmazon a 0 < (t — 9)(¢ — 16) egyenl6tlenség megoldasa a [0; 9]
intervallum. Ebbd6l kdvetkezik, hogy a feladat valtozéira /zy < 9, azaz zy < 81.

Az egyenl6ség lehetséges, ugyanis /Ty = 9 esetén akkor és csak akkor teljesiilnek a feladat feltételei, ha (1) fennall,

azaz
r+y .

9—192 24“37“’ 481, tehdt 9.

A vizsgélt szorzat értéke tehat lehet 81, tigy, ha a valtozok szamtani és mértani kbzepe is 9, azaz . =y = 9.
A megadott feltételek mellett tehat 81 az xy szorzat legnagyobb értéke.

II. megoldas. Az egyenlet egy H ponthalmaz egyenlete a derékszogil koordinatarendszerben. A H halmaz benne
van abban a 12 egység oldalii négyzetben, amelynek egyik csiicsa az origd, oldalai a koordinatatengelyek pozitiv felére
illeszkednek. Ezen a halmazon kell megkeresniink az xy szorzat maximaélis értékét, agynevezett feltételes szélsdérték
feladattal allunk szemben.

Azt bizonyitjuk be, hogy a H halmaz barmely P(x;y) pontjara

(2) z+y < 18.

Innen azonnal adédik a valasz a feladat kérdésére: a szamtani és mértani kozepek egyenlGtlensége szerint ugyanis
2
x
oy < (—;y) <9231,

és ha x = y = 9, akkor mindkét egyenlGtlenségben egyenlség van; az xy szorzat legnagyobb értéke 81.

Nyilvan elegends (2)-t abban az esetben igazolni, ha z > 6, hiszen y < 12. Allitasunkat kétféleképpen is atrendez-
hetjiik: y < 18 — z, illetve x — 6 < 12 — y, s6t, megjegyzésiink szerint az utdébbit most négyzetre is emelhetjiik. Ez azt
jelenti, hogy akar y < 18 — x, azaz

(3) xy < x(18 — ),
akar pedig (z — 6)> < (12 — y)?, azaz
(4) (12— 2)*(z —6)* < (12— 2)*(12 — y)?

teljesiil, ebbdl kovetkezik a bizonyitandé allitas. A H halmazon (3) bal oldala egyenls (4) jobb oldalaval, igy végiil elég
megmutatnunk, hogy ha 6 < x < 12, akkor

(5) (12 — 2)*(z — 6)> < z(18 — ).
Legyen s = ¢ — 9. Ekkor s € [—3;3] és azt kell igazolnunk, hogy
(s —3)%(s+3)° < (s +9)(9 — 3).

A miiveleteket elvégezve és rendezve:

st —175% = s%(s* — 17) < 0.
A masodik tényez6 negativ a [—3; 3] intervallumon, az els6 pedig nem az. Az (5) allitast bebizonyitottuk, a megoldast
befejeztiik.

Megjegyzés. Az abrdan a H halmaz lathato. A gorbe nyilvan szimmetrikus az y = x egyenesre. Az dbraroél leolvashatok
a fenti bizonyitas allitasai.
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ITI. megoldas. Azt igazoljuk, hogy ha a [0;12] intervallumba es6 z, y szamokra teljesiil a feladat egyenlGsége,
akkor zy < 81. Ebbdl kovetkezik, hogy a szorzat maximalis értéke 81, hiszen z = y = 9 valasztéssal mindeniitt
egyenlGség teljesiil.

A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy van olyan x, y szampér, amelyre 0 < x,y < 12 és

(12 — 2)*(12 — y)* = zy > 81.

Jegyezziik meg, hogy ebben az esetben 0 < x,y < 12 és igy az z, y, (12 — ), (12 — z) mennyiségek mindegyike pozitiv.
Négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy
(12—-2z)(12 —y) > 9.

Mindkét tényezd pozitiv, azért innen kovetkezik, hogy

9

12 —
12 —x

> .

A pozitiv x-szel szorozva és ismét hasznélva az indirekt feltevést

9
2 — 81.
;v(l 12_I>>:1cy>

Az utolso egyenlStlenségben a pozitiv (12 — x)-szel szorozva és rendezve azt kapjuk, hogy

—4a® + 720 — 182 = —(22 — 18)* > 0,

ami nyilvan lehetetlen. A bizonyitast ezzel befejeztiik, a megadott feltételek esetén az xy szorzat valoban nem vehet
fel 81-nél nagyobb értéket.



