I. megoldas. Irjuk f6l a szamtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenséget a pozitiv szamokra:

1 x x
3 y xyz Yz’

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha y? = xz, azaz 3> = zyz.
Hasonléan kapjuk, hogy

’ ’

Y
z

< |8
< |8

Jryz ’

az egyenldség feltétele 22 = xy, illetve 2% = yz.
A harom egyenlGtlenség Gsszege éppen a bizonyitando allitas. EgyenlGség tgy lehetséges, ha mindharom 6sszeadan-

doban kiilon-kiilon egyenldség all, amire akkor és csak akkor keriil sor, ha zyz = 2% = 3® = 2%, azaz v = y = 2.
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IL. megoldas. Az a = jelolésekkel egyrészt abc = 1, mésrészt a bizonyitandé allitas az
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azt kell igazolnunk, hogy
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A bal oldal nevezgje 1, igy azt kapjuk, hogy
(3) a’b+ e+ cfa <a® + b+

Ez az egyenl6tlenség nyomban adodik a rendezési tételbdl. A tétel azt mondja ki, hogy ha a1, aq,...,an, és by, ba, ..., by,
pozitiv szdmok, c1, ca, ..., c, pedig az utobbi sorozat egy tetszGleges permutacioja, akkor az

aici1 +agCa + ...+ ancy

tipust Osszegek legnagyobbikat akkor kapjuk, ha az aq,as,...,a, és a c1,ca, ..., c, sorozatok azonosan vannak ren-
dezve. Ez azt jelenti, hogy a; < a; és ¢; < c; egyszerre teljesiil.

Az (a?;b%;c?) és az (a;b; c) sorozatok rendezése nyilvan azonos, a feltétel tehat teljesiil. EgyenlGség akkor és csak
akkor 4ll, ha a bal oldalon a (b;c;a) sorozat rendezése azonos az (a; b; ¢) sorozat rendezésével, ez pedig — gondoljuk
meg — akkor és csak akkor teljesiil, ha a = b = ¢, ami az eredeti valtozokra nézve azt jelenti, hogy x =y = z.

Megjegyzések. 1. A rendezési tétel bizonyitasa és néhény alkalmazasa megtalalhatdo Hajos — Neukomm — Suranyi:
Matematikai Versenytételek c. konyvének II. kotetében (Tankonyvkiadd, Budapest, 1986) a Néhdny nevezetes egyen-
lGtlenség kézds forrdsdrol cimi jegyzetben.

2. A (3) egyenl6tlenség a stlyozott szamtani és mértani kzepek kézétti egyenl6tlenség segitségével is igazolhato.
Az 4j valtozok bevezetése utan az I. mego%dés LSprikkje” logikus lepés: a?b az a® és b sulyozott mértani kbzepe az

2 1 = 2
1 Gsszegi 33 sulyokkal, igy a?b = (a®)3 - (1*)3 < 3a + b3 A masik két hasonlo egyenlGtlenséget felirva és

Osszegezve a blzonyltando allitast kapJulI A befejezésiil kozolt megoldas egy masik ,,0rokzold” fegyver, a Cauchy—
Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenség felhasznalasaval oldja meg a feladatot.

III. megoldas. A megoldas soran foltehetd, hogy xyz = 1. Tekintsiik ugyanis az x; = , Y1 =
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1Ez a ,triikk” egyébként altalaban Muirhead-egyenlGtlienség néven ismert. Ezt a tételt lathatjuk akcioban a Matematikai Diakolimpia 3.
feladatanak megoldasakor (1d. a 389-390. oldalt) és részletesebben is bemutatjuk az ,Valtozatok a szimmetriara: igy miikodik a Muirhead-
egyenl6tlenség” cimi cikkiinkben.



A tovabbiakban a potlolagos zyz = 1 feltevés mellett az egyszertség kedvéért elhagyjuk az indexeket.

vz - 1 1 1 .
Vegyiik észre, hogy ekkor \/? Vz = vrE vy L és hasonloan 4 / y-\/E = —, illetve 4/ i-\/ﬂ = —. Igy
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A jobb oldali alak négyzete a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenség szerint feliilrdl becsiilhetd, tehat
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Hasonlé médon x+y+z2=,/— - —=+4/ = —=+/— —. Ismét a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenséget
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alkalmazva: L1
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Ha négyzetre emeljiik ezt a mésodik egyenl6tlenséget, akkor a jobb oldal méasodik tényezGjének a négyzete az els6
egyenl6tlenség szerint tovabb becsiilhets:
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A valtozok Osszege pozitiv, igy ezzel egyszerisitve, majd kobgyokot vonva a bizonyitandoval ekvivalens (4) egyenl6t-
lenséget kapjuk.

Megjegyzések. 1. A Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenségben mindkét alkalmazésakor z =y = 2 = 1 az
egyenldség feltétele, ami az eredeti feladatra nézve azt jelenti, hogy pontosan akkor van egyenléség, ha z =y = z.
Az y; 1
2. A feladat fels6 becslést ad harom mennyiség szamtani és mértani kzepének az ardnyéra: M < - d + Y +
Glzy;z) 3 \y =
Ty z

A (— =, —) . A C. 787. feladatban (kitizve: K6MaL 2004/9. sz., 552. 0.) hasonlo becslést kellett igazolni két mennyi-
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ség szamtani és mértani kozepének a hanyadosara: eszerint < — 4 = ). A lehetséges altalanositdsokat az
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olvasoéra hagyjuk.
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