I. megoldas. Legyen az A ponton atmend szel§ e, ami az adott kort a B és a C pontban metszi. A k kor
kozéppontja legyen O, az e tiikorképe OA egyenesére €', B, illetve C tiikorképe pedig B', illetve C’. A tiikrozés miatt
B'GE< = BGF< és C'GE<1 = CGF4.

Ezért a bizonyitandoé allitassal ekvivalens, hogy BGF< = C'GE<, ami éppen azt jelenti, hogy G a BC’ szakaszon

van.
Tehét a szimmetria miatt azt kell megmutatnunk, hogy BC’' és B'C metszéspontja (legyen P) egybeesik a G
ponttal, azaz P helyzete fliggetlen az e-nek az O A-val bezart a szogétdl.
Rogzitsiik e-t egy tetszoleges helyzetben, amely nem azonos AO-val (hiszen akkor a feladat allitasa nyilvanvaldéan
teljesiil — 2. dbra). Alkalmazzuk a szogfelezd-tételt az ABC’ haromszogre:
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az utolso két egyenlGség az elgbbibdl és az AO-ra vonatkozd tengelyes szimmetriabol kovetkezik.

2. abra

Az (1) szerint a paronként kiilonboz6 B, C, B’ és ¢’ pontok rajta vannak AP egyik Apolléniusz-kérén, de ugyan-
akkor az adott k koron is, ami csak ugy lehetséges, ha a két kor egybeesik. Legyenek X és Y az AO egyenesének a

PX ;
korrel valé metszéspontjai, ekkor tehat XA VA Irjuk fel az itt szerepld szakaszokat a kor r sugaranak segitségével:
- OP OP 2
:)A — = 7(;1_1 et ami atrendezve: OP = &

Ebbgl mar latszik, hogy OP csak r-t6l és O A-t6l fiigg, a-t6l nem, amit bizonyitani akartunk. Kénnyen belathato (pl.
az OFE A derékszogi haromszog OF befogojara felirt befogotétel segitségével), hogy ez a pont egybeesik a G ponttal.

II. megoldas. Legyen ismét a k kor kdzéppontja O, sugara r. F és I’ egymaés tiikorképei az AO egyenesre nézve,

ezért AO merdleges FE F-re; ugyanakkor AE mer6leges FO-ra, mivel AE érintG.
A befogotétel alapjan 12 = EO? = AO - GO. Mivel A, G és O kollinearisak, ez azt jelenti, hogy az A és G pontok

egymas inverzei a k alapkorre nézve.




Jelolje tovabbra is e a BC egyenest. Az inverzi6 ismert tulajdonsagai alapjan e inverze a k korre nézve a BCO
haromszog koréirt kore (kivéve az O pontot), legyen ez az ¢ kor. Mivel A illeszkedik e-re és A inverze a k korre nézve
G, azért G rajta van az £ koron. Igy a BCOG négyszog htrnégyszog.

AGB< = OCB<(= ¢), mivel mindkét szog 180°-ra egésziti ki a BGO sziget. (Az egyik mellékszog, a masik pedig
a hurnégyszogek tétele szerint.)

A BCO haromszog egyenld szara, hiszen BO = CO = r; igy

OBC< = OCB< = .

Mivel BCOG hurnégyszog, az OC oldal a B és a G csicsokboél ugyanakkora szog alatt latszik: OGC< = OBC<« =
@. Tehat AGB< = OCB< = OBC< = OGC« = ¢, ezért BGF<1=90°+ ¢ = CGF<«.
Ez azt jelenti, hogy az EF egyenes valoban felezi a BGC' szoget.



