1. megoldas. Megmutatjuk, hogy ilyen téglalap nem létezik. Tételezziik fel, hogy létezik olyan racstéglalap, amely
kicsempézhetd, és vegyiik ennek egy tetszéleges csempézését.

Minden egyes csempében kossiik dssze a két v/2 hosszisagu oldal felez6pontjat egy gorbével az 1. dbra szerint;
a gorbe legyen merdleges a végpontjaiban a két oldalra. Mivel a v/2 hosszisagu oldalakhoz egy-egy tjabb csempe
illeszkedik, a gorbedarabok egyméshoz csatlakoznak és zart hurkokat alkotnak.

1. dbra

Vegyiik az egyik zart hurkot. Rajzoljunk a hurkot alkoté gérbedarabokra egy-egy nyilat a pozitiv koriiljaras iranya-
ban (2. dbra). A csempeéket két csoportra oszthatjuk: az egyik fajta csempében a gorbe ,befelé kanyarodik”; az irdnya
pozitiv iranyban véltozik 90°-ot, a csempék maésik csoportjaban a gorbe ,kifelé kanyarodik”, az irdny negativ irdnyban
valtozik 90°-ot.

2. dbra

Legyen a kifelé kanyarodé gorbedarabok szama k. Mivel a gorbe irdnya 6sszesen 360°-ot valtozik pozitiv irdnyban,
a befelé kanyarodo szakaszok szama k + 4.

Cseréljiik most ki a gorbedarabokat egyenes szakaszokra, és vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott tordttvonal belse-
jének mekkora lehet a teriilete, és ebbdl mennyit fedhetnek le a csempék (8. dbra). A torottvonal belseje felbonthato
V2 oldalu, 4tlés helyzett négyzetekre. Mindegyik ilyen négyzet teriilete 2, a torottvonal altal bekeritett teriilet tehat
paros egész szam.

3. dbra

1
A befelé kanyarod6 csempék teriiletébdl 1 egység esik a torottvonal belsé oldalara, a kifelé kanyarod6 csempék
7
teriiletébdl pedig — egység. Lehetnek olyan csempék is, amelyek teljes egésziikben a tordttvonal belsejébe esnek; legyen
az ilyen csempék szama b. Ezek mindegyike 2-2 egységnyi teriiletet fed le. Az Osszes lefedett teriilet tehat

1 7
(k+4)- 5 +k 740 2=2k+2b+1,

ami paratlan. A torSttvonal altal hatarolt paros mérGszamu teriiletbdl tehat a csempék egy péaratlan méretd részt
fednek le, tehat nem fedhetik le teljesen.
II. megoldas. A megoldashoz sziikségiink lesz a kovetkezs segédtételre:

Ha az egyszeri, zdrt T tordttvonal csak vizszintes és fiiggdleges rdcsszakaszokbdl dll, és a belsejében nincs rdcspont,
akkor o T dltal hatdrolt négyzetek kozott mindig van olyan, amelynek legalabb hdrom oldala T-hez tartozik.



Bizonyitas. Tekintsiik azt a grafot, amelynek csicsai a T altal hatarolt négyzetek, és kossiik 0ssze éllel a szomszédos
négyzetekhez tartozo csicsokat (4. dbra). Ez a graf osszefiiggs, és nem tartalmazhat kort, mert ha néhény négyzet egy
kort alkotna, akkor ennek belsejében lenne olyan récspont, amelyen 7' nem megy at. A graf tehat egy fa. Egy faban
mindig van els6fokd pont. Ha pedig a grafunk valamelyik pontja legfeljebb els6foki, az azt jelenti, hogy a megfelels
négyzetnek legfeljebb csak egy oldaldhoz csatlakozik tovabbi négyzet, legalabb harom oldala pedig T-nek is oldala.
Ezzel a segédtételt igazoltuk.

4. dbra

Most tételezziik fel, hogy sikeriilt a megadott mintaval egy téglalapot kicsempézni. Kossiik 6ssze ismét mindegyik
csempében a /2 hosszt oldalak felezGpontjait egy-egy szakasszal. Ezek a szakaszok zart torottvonalakat alkotnak,
amelyeknek nincs kozos pontjuk; két torottvonal vagy egymason kiviil helyezkedik el, vagy egyikiik a belsejében
tartalmazza a masikat.

A legkisebb teriilett torottvonal nem tartalmazhat a belsejében tovabbi tordttvonalat. A belsejét azok a csempék
fedik le, amelyek a toréttvonalat alkotjak. A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. Tegyiik fel tehat,
hogy létezik a csempéknek egy olyan elrendezése, amelyben a csempékre rajzolt szakaszok egyetlen zart toréttvonalat
alkotnak, és ennek a vonalnak a belsejét a felhasznalt csempék teljesen lefedik. Tekintsiink az ilyen elrendezések koziil
egy olyat, amelyikben a felhasznélt csempék szama minimélis.

A torottvonalat alkoto, V2 hossztisagi szakaszok egy atlos helyzetd négyzetracs élei mentén haladnak ugy, hogy
a torottvonal belsejében nem maradhat ki racspont. (Minden bekeritett racspont lefedetlen teriiletet jelentene.) A
segédtétel szerint van kozottiik harom, egymashoz merélegesen csatlakozo ugy, hogy az altaluk kozrefogott négyzet a
torottvonal belsejébe esik. Valasszunk ki harom ilyen szakaszt, az ezeket tartalmazo és a szomszédos racsnégyzeteket
pedig betlizziik meg az 5. dbra szerint.

A b, d, f, h mezsket a csempék hatarai atlosan kettéosztjak ugy, hogy a csicsban szomszédos mezdk ellentétes
iranyban vannak felosztva. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy ez a 6. dbrdn lathaté iranyokban torténik.

Vizsgaljuk most meg, hogy a bd, bf és dh szakaszok milyen csempékhez tartozhatnak. A bd csempe mindenképpen
tartalmazza a b mezd bal-felsé felet. Ezért a bf csempe a b mez6nek csak a jobb-also felét tartalmazhatja, ez a csempe
tehat a b mez6 jobb-also felébdl, a ¢ mezEbdl és az f mez6 bal-also felébdl all. Hasonléan, a dh csempe tartalmazza a
d mezG6 jobb-felss felét, ezért a bd csempe a d mezd bal-also felébdl, az a mez6bdl és a b mezé bal-fels felébsl all. Az
e mez6t lefedd csempe ezek utan csak a d mezs jobb-felss és a h mezd jobb-also felét tartalmazhatja (7. dbra).




Modositsuk a csempézéseket a kovetkez6képpen. Hagyjuk el a bd, bf és dh csempéket, és illessziink be helyettiik egy
djat a 8. dbra szerint az e, f, h mezdkre. Ezaltal a csempék szama csokken, és a médositott hurok belsejét tovabbra is
lefedik a csempék. Talaltunk tehat egy még kisebb csemperendszert, amely egyetlen hurokboél all, és amelynek belsejét
a csempék lefedik. Ez pedig ellentmond annak, hogy a minimélis hurokbol indultunk ki. A megadott mintéval tehét
valoban nem lehet racstéglalapot kicsempézni.




