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1. megoldas. Legyenek E és F' a négyszog szemkozti oldalainak felezGpontjai és egyebekben is hasznaljuk az
dbra jeloléseit. A feltételbdl kovetkezik, hogy a két haromszog stlyvonala egy egyenesbe esik. Ekkor pedig — mivel s
siulyvonal — a DFM és a CFM haromszog teriilete egyenls:

sasinf3  sdsina
2 2

Ugyanigy az AME és a BM FE haromszog teriilete is egyenlG:

tesin3  thsina
2 2 7

Innen asin f = dsina és csin 8 = bsina.
d
Osszuk el a két egyenletet egyméssal: ¢ _ 7 Ebbél a parhuzamos szel6k tételének megforditasa szerint kovetkezik,
c

hogy AB || CD, tehat a négyszog trapéz.
2. megoldas. Jelolje S az ABM, S* pedig az M C D haromszog stulypontjat! Vezessiik be a kovetkezd vektorokat:

_>
—MA, ¥ =MB, ¢=MC=ad
(e € R; a #0), mert A, M és C egy egyenesen vannak és
d=MD=50

(B € R; B#0), mert B, M és D egy egyenesen vannak.

A

Az M-b6l a két haromszog silypontjaba mutato helyvektorok:

m:7+7 « TS ?+7:a7+ﬁ7
3 3 '

3
Ha S, M és S* egy egyenesen vannak, akkor M.S™ = X\ - M S, azaz
Z+d | d+71
;: :A-“"?t AT H4BD =NTAAD

0@ - AT =\ - B0, (a-NT=0O-8)7D.

%
Itt @ és b nem ?, és nem parhuzamosak, tehat az egyenlGség csak ugy teljesiilhet, ha mindkét egyiitthat6 O:
(@ —A) = (A — ) =0, ahonnan a = 3 = \. Most megmutatjuk, hogy az AB és a DC oldal parhuzamos. Irjuk fel a
bel6liik képzett vektorokat:

/@:7—7, ? - jfoza—ﬂb aa—ab*a(a—?).

A kapott vektorok egyike a mésik szdmszorosa, tehat valoban parhuzamosak, vagyis az ABCD négyszog trapéz.



3. megoldas. Legyen az AB oldal felez6pontja F, a C'D oldal felez6pontja F'. A feltételbdl kovetkezik, hogy az M E
és M F silyvonalak egy egyenesre esnek. Tiikrozziik az M CD héaromszoget az M pontra. A tiikkrozés tulajdonsigai
miatt C' € AM, D' € BM, F' € EM és F’ felez6pontja C’'D’-nek, valamint C'D’ || CD. Mivel M F' stlyvonala az
MC'D’ haromszognek, azért

Terrma =Trpmna.
Az F'E stlyvonala az ABF’ haromszognek, ezért Tapran = Tepr a, végil ME stlyvonala az ABM haromszdgnek,
ezért Tapna = Tepun. 18y Tapcrn = Tapya — Tapra —Torrmn = Tepua — Tepra — Trpvuas = Trsp -
Mivel C'F' = F'D', C'F' és F'D’ egy egyenesre esik, valamint Tarc'n = Trap/a, azért A és B egyenls tavol van
C'D’ egyenesétdl, azaz AB || C'D’ || CD. Tehat az ABC D négyszig trapéz.

Megjegyzés. A fenti megoldas a pontoknak az dbrdn lathaté elrendezésére vonatkozik, més elrendezésben a bizo-
nyitas hasonléan muikodik. Ezeket a bonyodalmakat a most kovetkezs megoldas a vektoridlis szorzat felhasznélasaval
hidalja at.

4. megoldas. A két haromszog stlypontja legyen S és S’. A feltétel szerint S, M és S’ egy egyenesbe esik, ami
% %

akkor és csak akkor teljesiil, ha az M g és az M S vektorok vektorialis szorzata 0. A tovabbiakban hasznaljuk az dbra

jeloléseit és a vektorialis szorzas tulajdonsagait: MS x MS' = 0, azaz mivel S és S’ stlypont, igy
%
T+b T+d =
X =0,
3 3

— — — —
e BXx 4T X d4 D xT4bxd=0 < Txd=Cx1.

(@+B)x(C+d)=T

(A vektorok sorrendje miatt a szorzatvektorok irdnya megegyezik.) A két szorzatvektor tehat akkor és csak akkor
egyenld, ha nagysagukra adsin = cbsinp teljesiil. (¢-vel az atlok hajlasszogét jeloljiikk.) Ez pedig pontosan akkor

b
teljesiil, ha 4 _ —. Mivel az ABM és a CDM héaromszog két oldalanak aranya egyenld és az ezek altal kdzbezart szog
c

is egyenls (), igy e két haromszog hasonld, ezért a tobbi szogiik nagysaga is megegyezik. Ebbdl pedig kovetkezik az
AB és a CD oldal parhuzamossaga. (Mivel minden lépésiink megfordithato, igy az allitds megforditasa is igaz, bar
annak helyességét onmagaban is lényegesen egyszeriibb belatni.)




