Megoldas. Megmutatjuk, hogy az adott feltételek igen erds megszoritést jelentenek az s; szamokra: koziiliik
legfeljebb harom lehet pozitiv és ha az indexek novekvs sorrendjében egy kor mentén rendezziik el Gket, akkor ez a
harom nem nulla elem szomszédos. A megoldas soran ennek megfelelGen ciklikusan értelmezziik az indexeket, tehét
$2005 = S1 stb.

A megadott szamok Osszege 2 és egyikiik sem negativ. Van tehat koztiik pozitiv, a szimmetria miatt foltehets, hogy
ez s1. Megmutatjuk, hogy ekkor az s;-gyel ciklikusan szomszédos két elem Osszege, Sa004 + S2 = 1 és minden tovabbi
paros indext elem értéke nulla.

Legyen tehat s; > 0 és jelolje A a paros indexd elemek Osszegét. Csoportositsuk a feltételben adott Gsszeg tagjait
kettesével és emeljiik ki az ezekben a parokban kozos paratlan indexd tényezéket: 1 = s159 + S283 + ... + S200451 =
51(82004+82) +83(s2+84) 4 . .+ 82003 (82002 + S2004)- A jobb oldal feliilr6l becsiilhets: az egyes tagokban sg; 4 s2;42 < A,
az els6 tényez6 pedig nem negativ; a jobb oldal tehat legfeljebb

81A+83A+...+82003A=(81+83+...+82003)A=(2—A)A.
2—A

Mivel A > 0, azért a szamtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenség szerint (2—A) A < 1, a teljes egyenl6tlenséglancot
figyelembe véve mindeniitt egyenlGség van! Igy A = 1, tovabba s1(s2004 +52) = 514 = 51, s3(s2+54) = 83, 55(54+56) =
S5, vy 82003(820024-52004) = $9003- Mivel 81 # 0, az 51(520044-52) = 51 egyenlGséghdl valdban soggq+ 52 = 1 kdvetkezik,
és ha figyelembe vessziik, hogy a péros indexd elemek Gsszege, A = 1, valéban azt kapjuk, hogy miden tovabbi paros
indexti elem nulla. A ciklikus szimmetria most mar azt jelenti, hogy barmelyik nem nulla elemet kozrefogd két elemnek
1 az Osszege, a veliik azonos paritasd helyeken all6 tovabbi elemek értéke pedig nulla. Ebbél az is kovetkezik, hogy ha
két elem indexe ellenkez6 paritésii, akkor mind a kett6 csak agy lehet pozitiv, ha szomszédosak.

Most s1 két szomszédjanak az Osszege 1, ezért egyikiik, példaul sq szintén pozitiv. A fentiek szerint tehat s; +s3 = 1,
a tovabbi paratlan indexti elemek, ss, s7, . . ., S2003 értéke pedig ugyancsak nulla. Emellett s3 és sogp4 nem szomszédosak,
az indexiik ellenkezd paritasi, egyikiik tehat ugyancsak nulla. Igy pedig s; + s3 = s + 2004 = 1 miatt s; vagy so
értéke 1.

Vizsgalatainkat Osszefoglalva: a megadott feltételek esetén a 2004 darab szdm kozott legfeljebb harom nullatol
kiilénb6z6 van, ezek ciklikusan szomszédosak, koziiliik a kézéps6 értéke 1, két szomszédjanak pedig 1 az Gsszege.

Az ilyen szamokra nyilvan teljesiilnek a feladat feltételei, befejezésiil tehat az x2 + 32 + 1 Gsszeg legkisebb és
legnagyobb értékét kell meghataroznunk az z +y = 1, 0 < x, y feltétel mellett. Ez az
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fiiggvény szélsGértékeinek a meghatarozasat jelenti a [0; 1] intervallumon. A teljes négyzet alakbol leolvashato, hogy a

1 3
fiiggvény legkisebb értéke f (5) =5 a legnagyobb értéke pedig f(0) = f(1) = 2.

3 1
A 2004 darab szam S négyzetosszegére tehét 3 < S <2 Hasy =s3= 3

3
nulla, akkor S = o ha pedig s; = s3 = 1, a tovabbi elemek értéke pedig nulla, akkor S = 2.

so = 1, a tovabbi elemek értéke pedig

Megjegyzés. A megoldas soran kihasznaltuk, hogy az elemek szdma péros és hogy legalabb hat elem van. Ha csak
1
4 darab szamunk van, akkor kénnyen igazolhato, hogy 1 < S < 2 (a minimum az s; = so = s3 = s4 = — valasztassal

adodik), a paratlan sok szam esete viszont nem latszik konnytinek.



