I. megoldas. Az adott pontok véges sok egyenest hataroznak meg. Igy létezik olyan egyenes, amely ezek egyikével
sem parhuzamos. Hizzunk parhuzamost egy ilyen egyenessel az 0sszes adott ponton at. Ezek a parhuzamos egyenesek
mind kiilonb6znek egymaéstol. Metssziik el ezeket a parhuzamos egyeneseket egy tjabb egyenessel. A metszéspontok
halmaza ugyanannyi pontbdl all, mint az adott ponthalmaz, a két halmaz elemeit a parhuzamos egyenesek kolcso-
nosen egyértelmien feleltetik meg egymasnak. A metszéspontok altal meghatarozott szakaszok felez6pontjait kékre
festve megéallapithatjuk, hogy legfeljebb annyi kék pont van, mint piros, mivel ha az adott pontok koziil két pontpar
felez6pontja egybeesett, akkor képeik (parhuzamos vetiileteik) felezSpontjai is egybeesnek. Jelolje az adott pontok
szaméat n. Jelolje a metszéspontok koziil a két szélsét A és B, AB felezGpontjat F'.

A kék pontok széma legalabb 2(n—2)+1 = 2n—3, ugyanis a kozéps6 n— 2 metszéspontot A, illetve B kézéppontbol
felére kicsinyitve csupa kék pontot kapunk, melyek koziil az el6bbiek mind az AF szakasz bels6 pontjai, az utobbiak
mind a BF szakasz bels6 pontjai, és még az F' pont is kék. Kovetkezésképp a piros pontok szadma is legalabb 2n — 3.

A piros pontok szama lehet 2n — 3, ha példaul az A;, As, ..., A, pontokat egy szamegyenes 1,2, ..., n pontjaiban
vessziik f6l. Ekkor ugyanis a felez6pontok éppen a 2 nevez6ji tortek 1 és az n kozott, igy a szdmuk éppen 2n — 3.

II. megoldas. Ha n = 1, akkor egyetlen felez6pont sem jon létre. Megmutatjuk, hogy ha 2 < n, akkor a piros
pontok minimélis szama 2n — 3.

ElGszor is, ha A; a szamegyenesen az ¢ — 1 szamot kijel6ls pont, akkor pontosan azok a pontok lesznek pirosak,
melyek egy 0-nal nagyobb, am 2n — 2-nél kisebb egész szam felét jelolik ki; ez éppen 2n — 3 pont.

Most mar csak annyit kell megmutatnunk, hogy az A; pontok tetszéleges elhelyezkedése esetén lesz ennyi piros
pont. Ezt n szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

Ha n = 2, akkor mindig pontosan 1 = 2 -2 — 3 piros pont jon létre. Ha pedig n pont mindig legalabb 2n — 3 piros
pontot hataroz meg, akkor az Ay, ..., A, 1 pontokbdl kiindulva rajzoljuk meg a P = {A4,..., A,} halmaz C konvex
burkat. Legyen ennek egy csticsa B, az e pedig legyen olyan egyenes, amely C-t B-ben érinti. Legyen még B és B a
P\{B} halmaz két olyan pontja, mely az e egyeneshez a lehets legkozelebb helyezkedik el. A P\{B} halmaz indukcios
feltevésiink szerint legalabb 2n — 3 piros pontot hataroz meg; legyen ezek halmaza F. A B1B és a BB szakaszok
felez6pontja nem esik egybe, és nem lehet eleme F-nek sem, hiszen mindkét pont kozelebb esik az e egyeneshez, mint
a By Bj szakasz felez6pontja, mig I’ pontjai legalabb olyan tavol vannak az e-t6l, mint a By By szakasz felezGpontja.
Ez tehat két ujabb piros pont, vagyis a P halmaz legalabb (2n — 3) +2 = 2(n 4+ 1) — 3 piros pontot hataroz meg,
ahogyan azt az indukciés lépéshez igazolnunk kellett.



