Megoldas. Ismeretes, hogy egy valos egyiitthatos negyedfokt polinom felbonthaté valés egyiitthatés masodfoka
polinomok szorzatara, amelyek — esetleg — tovabb faktorizalhatok. A szorzat-alak felirdsahoz kiséreljiik meg teljes
négyzetté alakitani a p(x) = z* 4 tz? 4+ 1 polinomot. Ez tobbféleképpen is megtehets:
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(1) p(z) = (:Ez + %) - (tz - 1) , illetve
(2) p(z) =2t +222 +1— (2 —t)2? = (22 +1)° — (—t + 2)2? 6s
(3) pla) = 2* —22% + 14 2+ )2 = (2° —1)° — (=t — 2)a?

t2
Az (1) alak akkor lesz két négyzet kiilonbsége, ha a masodik tag, i 1 > 0, azaz [t| > 2. A (2) alak akkor, ha

—t+2 >0, azaz t < 2, végiil (3) akkor, ha —t — 2 > 0, vagyis t < —2. Eszerint ha |¢t| > 2, akkor (1)-bél
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Ha t < 2, akkor (2)-bdl
p(z) = (% + 1)2 — (—t+2)2* = (2* + 1)2 — (:c\/T—i—Q)z =

=@ +avV-t+2+1)(2* —avV—t+2+1).
Végiil ha t < —2, akkor (3)-bol

pla) = (@ = 1) = (-t =2’ = (0" = 1)’ — (av=T-2)" =
=@ +av—t-2-1)(" —avV-t—-2-1).

Ez azt jelenti, hogy ha t < —2, akkor p(z) harom lényegesen kiilonb6z6 modon is felbonthato két méasodfokd polinom
szorzatéra. Ha t = —2, azaz p(z) = 2* — 22% + 1, akkor kétféle felbontas van, p(x) = (2% — 1)(z? — 1) = (2? — 22 +
1)(x? + 2z + 1), végiil ha t > —2, akkor csak egy felbontés létezik: ezt t > 2 esetén az (1) alakbol kapjuk, ha pedig
—2 <t <2, akkor a (2)-bol.

Megjegyzések. 1. Adott p(z) = (2° +az+b)(2* +cx+d) felbontasbol kiindulva természetesen végtelen sok felbontast
kaphatunk, ha az egyik tényez6t megszorozzuk egy nullatol kiillonb6zs szammal, a mésikat pedig elosztjuk vele. Az
ilyen felbontasokat azonban értheté moédon nem tekintjiik 1ényegesen kiilonbozének.

2. A tobbféle felbontas megléte azon mulik, hogy hany valos gyoke van a p(x) = 0 egyenletnek. Kénnyen igazolhato,
— példaul az egyenlet megoldasaval vagy a p(x) grafikonjanak folrajzolasaval, — hogy ha t > —2, akkor az egyenletnek
nincs valos gyoke (1. dbra). Ilyenkor a négy komplex gy6k két parba sorolhato, ahol a parok tagjai egymas konjugaltjai.
A megfelels gyoktényezsket csak egyféleképpen lehet Ggy parba éllitani, hogy a szorzatuk valos egyiitthatés masodfoki
polinom legyen.
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1. dbra

Ha t = —2, akkor a p(x) = 0 egyenletnek két kétszeres valos gyoke van (2. dbra). Ekkor a gyoktényez&kbdl harom
masodfokid polinom épithets: (x —1)(x+1), (x—1)(x—1) és (z+1)(x+1). Az utdbbi ketts csak egymaéassal szorozhato,
az els6 pedig dnmagaval, igy ebben az esetben kétféle felbontéast kapunk.



2. abra

Végiil ha t < —2, akkor a p(x) = 0 egyenletnek négy kiilonb6z6 valos gyoke van (8. dbra) Ezek koziil barmely

kett6hoz tartozd gyoktényezdt Osszeszorozva p(x) masodfoka valos egyiitthatos tényezGjét kapjuk, ilyenkor haromféle
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szorzat-alak létezik. Ha példaul t = I akkor a p(z) = z* — sz + 1 polinom gyodkei: x1 = 5 T2 =5, T3 = -2,
x4 = 2, a haromféle szorzat-alak pedig:




