Megoldas. Vegyiik észre, hogy az a,, sorozat minden eleme paratlan. Rogzitsiik az n értékét és tekintsiik a sorozat
an-nel kezd6do elemeinek a,, szerinti maradékait; legyen ez a b sorozat. A sorozat els§ eleme b,,, ami nyilvan 0.

Azt kell bebizonyitanunk, hogy létezik olyan n-t6l kiillonb6z6 k, amelyre szintén igaz, hogy bx, = 0. (Ez jelenti azt,
hogy ay oszthatod a,-nel.)

A b sorozat véges sok értéket vehet fel (0 < b; < a,, —1), mert értékei az a,, szerinti osztas maradékai. Mivel azonban
b, végtelen sorozat, azért biztosan lesz olyan érték, amelyet végtelen sokszor vesz fel. Tegyiik fel, hogy by = bs¢.
A rekurziv képzési szabaly miatt az s-edik elemtdl és az (s + t)-edik elemtsl a maradékok ugyanugy folytatdédnak,
tehédt a b sorozat az s indext6l kezdve biztosan periodikus. Ett6l azonban még nem lenne feltétleniil sziikséges, hogy
ebben a periddusban szerepeljen a 0 maradék.

Vizsgéljuk visszafelé a maradékokat: bs a 2bs_1 + 1, mig bsy¢ a 2bs44—1 + 1 elemnek az a,, szerinti maradékaval
egyenls. De ha 2b,_1 4+ 1 és 2bs44—1 + 1 ugyanazt a maradékot adja egy paratlan szaimmal (a,-nel) osztva, akkor a,,
osztja a kiilonbségiiket:

Gnp | 2(bs+t71 - bsfl)-

Az a,, paratlan lévén, a,, | (bs4+—1 — bs—1), tehat ugyanazt a maradékot adjék a,-nel osztva, azaz bs_1 = bsjt—1.
Ez azt jelenti, hogy bs-t6l visszafelé is periodikusak a maradékok egészen b,-ig, vagyis a 0 is végtelen sokszor
ismétl6d6é maradék.



