Megoldas. Hasznéljuk a fliggvényre kirétt feltétellel ekvivalens

0 2f (52) = 1)+ 10

alakot.
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Helyettesitsiink y helyébe 2z-et, ahol =z > 0: 2f (I ter

) = f(z) + f(2z), ebbdl f(x) = f(2x), és ez teljesiil

minden x > 0-ra. Ezért példaul

(2) f(x) = f(22) = f(4x).
Irjunk most az (1) osszefiiggésben x és y helyére is 3z-et, z > O-val:

2f(2x) = f(3x) + f(32),

innen

(3) f(2z) = f(32).

(2)-bdl és (3)-bol kivetkezik, hogy
f(x) = f(22) = f(3z) = f(4x)

tetsz6leges x > O-ra.

Specidlisan f(1) = f(2) = f(3) = f(4). Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy pozitiv egész szamokra minden
fiiggvényeérték f(1)-gyel egyenld.

Tegyiik fel, hogy 1-t6l (n — 1)-ig (n — 1 > 3) minden k szamra igaz, hogy f(k) = f(1). Bebizonyitjuk, hogy ekkor
Fn) = £(1).

Ha n = 3m + d, ahol d = 0, 1 vagy 2, akkor az x = 3m + d, y = 3 — d helyettesitéssel x + y = 3m + 3, tehat
2f(m+1)= fBm+d)+ f(3—d).

Mivel 3 —d = 3, 2 vagy 1, igy f(3 —d) = f(1), tovabba 0 < m + 1 < n, hiszen n = 3m + d, ezért teljesiil ra az
indukcios feltétel, tehat f(m + 1) = f(1), ebbdl kdvetkezik, hogy 2f(1) = f(3m + d) + f(1), azaz f(n) = f(1).

Vizsgaljuk most a negativ egészeken felvett értékeket!

Legyen tetszoleges pozitiv n esetén © = —n, y = n+ 3. Ekkor z +y = 3, f(n + 3) = f(1) a korabbi teljes indukcio
alapjin, fgy 2f(1) = f(—n) + f(1), vagyis f(—n) = f(1).

Mindebbdl az kévetkezik, hogy f minden értelmezési tartoméanybeli helyen ugyanazt az értéket veszi fel.

Minden ilyen fiiggvény eleget is tesz a feltételnek. Tegyiik fel, hogy f(z) = ¢ minden nullatol kiilonb6zs = egész

szédmra. Ekkor
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3 és ——r =,

2
azaz a konstans fiiggvény valéban meg is felel.



