I. megoldas. Feltételezziik, hogy a felosztas véges sok paralelogrammabol all. A nyolcszog barmely két parhuzamos
oldalara igaz, hogy paralelogrammék sorozata koti 6ket Ossze. Az egymasra mergleges oldalparokat 6sszekéts sorozatok
egy paralelogrammaban ,metszik” egymast. Megmutatjuk, hogy ez a paralelogramma téglalap.

Valasszuk ki a nyolcszog két szemkozti oldalat, legyenek ezek a és b. Legyen P; egy olyan paralelogramma a
felosztasbol, amelynek valamely a; oldala illeszkedik az a oldalra. P;-nek ezzel szemkozti oldalat jelolje b1. Kell lennie
olyan P» paralelogrammanak is, amelynek egyik as-vel jelolt oldala olyan, hogy as-nek és bj-nek a metszete egy
s1 szakasz. Py-nek az ag-vel szemben 1év6 oldalat bo-vel jeldlve megallapithatjuk, hogy by kozelebb van a b oldal
egyeneséhez, mint b;. Folytassuk ezt az eljarast, amig csak lehet.

Ilyen moédon kiilénb6z6 paralelogrammaéaknak olyan P, P, ..., P, sorozatdhoz jutunk, hogy minden i-re a P;
paralelogramma b; oldalanak és a P;;q paralelogramma a;41 oldalanak k6zos része egy nem elfajuld s; szakasz, ami
parhuzamos az a, b oldalakkal. Ha ezt a sorozatot mar nem tudjuk folytatni (marpedig egy id6 utan nem tudjuk,
hiszen csak véges sok, a felosztasban szerepld paralelogramma koziil valaszthatunk) az csak agy lehet, hogy az utolsod
paralelogramma b,, oldala illeszkedik a nyolcszog b oldalara. Az sg = ay, S, = by jeloléseket bevezetve, legyen
1=20,1,...,m esetén F; az s; szakasz felez6pontja. Ekkor az s = FyF} ... F,, torottvonal 0sszekoti a nyolcszog a és b
oldalanak egy-egy pontjat agy, hogy az F;_; F; szakasz a végpontjaitol eltekintve végig a P; paralelogramma belsejében
halad.

Legyen c és d a nyolcszognek a-ra és b-re meréleges oldalpéarja, és tekintsiink az el6bbiek mintdjaraegy Q1,Q2, ..., Qn
paralelogramma-sorozatot, ahol most a ); megfelel§ oldalait c; és d; jeloli, ¢;+1 és d; metszete a G; felez6pontu t;
szakasz, és a t = GG ... G, torottvonal 6sszekoti a nyoleszog ¢ és d oldalanak egy-egy pontjat ugy, hogy a Gi_1G;
szakasz a végpontjaitol eltekintve végig a Q; paralelogramma belsejében halad.

A konstrukciobol adodik, hogy az s és t torottvonalak a nyolcszog belsejében, egy X pontban metszik egymast. Az
s; és t; szakaszok nem metszhetik egymaést, kiilénben a P; és Q; paralelogrammak egymasba nytl6éak lennének. Ezért
XaP,...,P,Q,...,Q, paralelogrammadk koziil valamelyiknek belsé pontja; az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy X a P; belsejében helyezkedik el. Mivel egyben valamelyik @ ;-nek is pontja, és a paralelogrammak
nem nytlnak egymasba, ez csak ugy lehetséges, ha P; megegyezik @ ;-vel. Ekkor azonban P; = @); olyan paralelogram-
ma, melynek oldalai rendre az a, ¢, b, d szakaszokkal parhuzamosak. A felosztasban szerepls P; paralelogramma tehat
téglalap.

0 Bereczki Péter (Szeged, Sagvari Gimn., 9. évf.) és
Téth Janos (Békéscsaba, Rozsa Ferenc Gimn., 12. évf.) megoldasa alapjan

Megjegyzések. 1. Természetesen van még legalabb egy masik téglalap is a felbontasban, hiszen a nyolcszog megma-
radt négy oldaléara is alkalmazhaté a megoldas gondolatmenete.

2. Ha a paralelogrammak szama nem véges, akkor a feladat allitdsa nem igaz:

Daraboljuk fel ehhez haromszogekre a nyolcszoget. Minden ilyen haromszogbe irjunk az abra szerint paralelogram-
makat.

Ekkor — az eljarast a végtelenségig folytatva — a nyolcszoget olyan paralelogrammakra oszthatjuk fel, amelyek
nyilvinvaléan nem téglalapok.

II. megoldas. A megoldas sordn Osszeszamoljuk a paralelogrammak hegyesszogt, valamint tompaszogi cstcsait.
Azt tapasztaljuk, hogy ha nincsenek derékszogt csiicsok, akkor tobb hegyesszogd cstics van, mint tompaszogt; ez
nyilvan ellentmondas, hiszen minden egyes paralelogramménak azonos szadmu hegyesszogd és tompaszogl csicsa van.

A felbontasban szereplé barmely paralelogramma-oldal parhuzamos a nyolcszog valamelyik oldalaval. Tetszéleges
oldalbol kiindulva lépjiink a paralelogramma szemben levs oldalara, majd a tovabbira. Igy a parhuzamos oldalak
egymésutanjat kapjuk, amelynek utolsé eleme a nyolcszdg valamelyik oldala.

Tegyiik fel, hogy a paralelogramméak kozott nincs téglalap. Ekkor csak kétféle szoge lehet a paralelogrammaknak:
45° vagy 135°. Igy minden paralelogrammanak két 45°-os hegyes- és két 135°-0s tompaszdge van.

Szamoljuk 6ssze paralelogramma-csticsonként, hogy az egyes szogekbdl mennyit talalunk.

I.) a nyolcszog belss pontjaiban:

1.) 8 hegyes, vagy
2.) 5 hegyes, 1 tompa, vagy
3.) 2 hegyes, 2 tompa.

Ezért minden bels6 csicsban legaldbb annyi hegyesszdg van, mint tompa.



IL.) a nyolcszog hataran 1évs csticsokban a kiilonb6zs tulajdonségu szogeket paralelogrammanként szdmoljuk Gssze
aszerint, hogy a paralelogramma és a nyolcszog hataranak kozos része

a paralelogramma egy teljes oldala: 1 hegyes, 1 tompa;
a paralelogramma két teljes szemkozti oldala: 2 hegyes, 2 tompa;

4.
5.
6.) a paralelogramma két teljes szomszédos oldala (ekkor van kozos csucsuk is): 2 hegyes, 1 tompa,;
7.

)
)
)
) a paralelogramma egyik csicsa: 1 hegyes, hiszen tompaszog esetén e cstucs koril még két szogtartomany
keletkezik, amelyek mindegyike kisebb, mint 45°, ezért nem lenne lefedhetd.

Lathato, hogy mindegyik esetben legalabb annyi hegyessz6g van, mint tompaszog, és ha a nyolcszog egy cstcsanél
a 6., vagy a 7. eset valésul meg, akkor biztosan tobb hegyesszog keletkezik, mint tompa. Nem valosulhat meg minden
csicsnal a 4. eset, hiszen két, a nyolcszog egy-egy oldaldhoz tamaszkodo 45°-os szog kozott marad egy ugyancsak
45°-0s szogtartoméany, ami csak a 7. esethez tartozé médon fedhet6 le.

Osszesen tehat tobb hegyesszog lesz, mint tompaszog, ami ellentmondas, hiszen a szamuk egyenld.
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