I. megoldas. Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor a P pont az AC &tlon van. Ekkor a kérdéses négyszogek
hasonléak az eredetihez, mivel az egyiket A-bol, a masikat C-bdl valo kicsinyitéssel kapjuk meg az eredeti négyszoghdl.
Erre az esetre vezetjiik vissza az altalanos esetet ugy, hogy a kérdéses teriiletek ne csokkenjenek.

A P pontot tartalmazé e egyenes legyen parhuzamos a BD atloval. Jelolje P’ az e egyenes és az AC 4tl6 metszés-
pontjat.

Szarmaztassuk az E', F', G', H' pontokat a P’ pontb6l pontosan gy, ahogy az E, F, G, H pontokat szarmaztattuk
a P pontbol. Az altalanossag megszoritasa nélkiil foltehetjiik, hogy a P pont az ADC haromszog belsejében van.

Jelolje E* és H* a PE, illetve a PH egyenesnek az E'H' egyenessel vett metszéspontjat, valamint jelolje X a PE
és a P'H' egyenesek metszéspontjat.

Az E'H’ parhuzamos BD-vel, mivel az AE'P'H' és az ABC D négyszdg kozéppontosan hasonlé az A pontra nézve,
és mivel PP’ is parhuzamos BD-vel, igy E'H’ és PP’ egymassal is parhuzamosak.

A CF'P'G’ és a CBAD négyszog szintén kdzéppontosan hasonld, igy F'G’ és PP’ parhuzamos BD-vel.

A PP'H'H* és a PP'E'E* paralelogramméak BD-vel parhuzamos alapjai és az ezekhez tartozé magassaguk is
egyenld, igy a teriiletiik is.

tpp g = tpp prEx, amibdl a bal oldal csdkkentése és a jobb oldal novelése miatt tpp g g < tppr g g kovetkezik.
Ezekbél a négyszogekbdl elhagyva az PP’ X haromszdget, a megmaradt trapézok teriileteire is fennall az egyenl6tlenség.
A trapézok koziil a kisebbik teriiletével csokkentettiik, mig a nagyobbik teriiletével noveltiikk az AEPH négyszog
teriiletét. Ezért t appy < tap p . Hasonléan adodik, hogy terpa < torprar. A két egyenlétlenségbdl gyokot vonva
és Osszeadva Sket kapjuk, hogy:

(1) Vtappu + Vitcrre < Ntappu +Vicrpar.

Mivel az AE'P'H' és az ABCD négyszdg kdzéppontosan hasonl6 az A pontra nézve, igy

Viappu AP
Vitasep AC
Hasonléan a CF'P'G’ és a C BAD négyszog kozéppontosan hasonlé a C pontra nézve, igy
Vicrpa _ CP
Vitapcep cA

A két egyenlGség Gsszegében a jobb oldalon 1 all, igy a nevezdvel torténd szorzas utan azt kapjuk, hogy

(2) Vtagpa +Vtcrpa =Vtasep.

(1) és (2) Osszevetésébdl adodik a bizonyitandé allitas. A megoldasbol kévetkezik, hogy akkor van egyenlGség, ha P az
AC atlora esik.
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II. megoldas. Paralelogramma esetén az allitas egyszertien bizonyithaté. Ha ABCD nem paralelogramma, akkor
van két szemben levs oldala, amelynek egyenesei metszik egymast. Legyen pl. az AB és C'D a két nem parhuzamos
oldalegyenes, jeloljik a metszéspontjukat Mi-gyel, az F'P és C'D egyenesek metszéspontjit Mo-vel és a HP és AB
egyenesek metszéspontjat Ms-mal. Tekintsiik azt az esetet, amikor a BC' egyenes elvalasztja AD-t az M; ponttol.



Ekkor a BM1C, FM>;C, EM3P héaromszogek hasonldak, hiszen oldalaik parhuzamosak. A BC oldalhoz, illetve
megfelelGihez tartozé magassag hossza legyen a BC' oldal, illetve a megfelels oldalak hosszanak m-szerese.

Hasonléan az AM1D, PMsG, AMsH haromszogek is hasonldéak egyméshoz, mivel a megfelel6 oldalaik parhuza-
mosak. Az AD oldalhoz, illetve megfelelGihez tartozé magassig hossza legyen az AD oldal, illetve a megfelels oldalak
hosszanak n-szerese.

Az dbra jeloléseit felhasznalva irjuk fel a bizonyitand6 allitast:
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Ha az AD egyenes valasztané el a BC egyenest az M;-t6l, akkor a fenti képletbe a négyzetgyok alatti kifejezések ellen-
tettjei keriilnek. Emeljiik mindkét oldalt négyzetre, szorozzuk az egyenltlenség minkét oldalat 2-vel, majd rendezziik
a kovetkez6 formaba:

V (nd? — me?)(nd? — me?) < nbd — mac.
Ujabb négyzetre emelés, és a szorzas elvégzése utan rendezve a kovetkezd nyilvanvalé allitast kapjuk: 0 < nm(bc — ad)2.

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, eredeti allitasunk is igaz.

atc = % kovetkezik.

b
Egyenl6ség csak akkor van, ha bc — ad = 0, ekkor % = amibdl

b+d
Ekkor az A csticsbdl mint kozéppontbol nagyitsuk az AMsH haromszoget a aranyban, ezzel az AM; D harom-

szoget kapjuk. A PFE szakasz képe a CB szakasz, kiilonben a PFE képe nem lehetne a + ¢ hossztsagu. Ezért egyenlGség
esetén P az AC atlon van.
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