Megoldas. Az élekre vonatkozoé feltételt egyetlen kockara alkalmazva kapjuk, hogy a harom adott egyenes egymasra
péaronként mergleges, és ezért valamennyi kocka egyallasa. Kockak helyett dltalanosabban téglatestekre bizonyithatunk.
Megallapithatjuk, hogy akarhany egyallasu téglatest kozos része is téglatest, ami azonban esetleg elfajulod (téglalap,
szakasz, egy pont, vagy az tires halmaz). Vegyiink ol a térben egy olyan derékszogi koordinatarendszert, amelynek
tengelyei a megadott egyenesekkel parhuzamosak. Egy, a tengelyekkel azonos allastu téglatest pontosan akkor nem
elfajul6, ha mindharom tengelyen egy-egy nemnulla hosszisagi szakasz a merdleges vetiilete. Tekintsiik a koordiné-
tatengelyek egyikét, jeloljiik e-vel. Mivel barmelyik két téglatestnek van kozos belsé pontja, azért kozos résziiknek az
e-re valo vetiilete valédi szakasz; ez a szakasz nem mas, mint a két téglatest vetiiletének — két szakasznak — a kozos
része. A 100 téglatest e-re valo mergleges vetiilete tehat 100 olyan szakasz ezen az egyenesen, amelyek koziil barmelyik
kettének a metszete valodi szakasz.

Megmutatjuk, hogy ekkor az Gsszes szakasz kozos része is valodi szakasz. (Ez lényegében az egyenesre vonatkoz6 an.
Helly-tétel.) Iranyitsuk az e egyenest; ennek megfelelen beszélhetiink rajta ,bal” és ,jobb” haladasi iranyrdl, ill. egy
szakasz kezdd- és végpontjarol. Tekintsiik ezek utan a szakaszok koziil azt (ill. az egyik olyat), amelynek A kezd&pont-
jahoz képest az Osszes tObbi szakasz kezdSpontja vagy A-tol balra fekszik, vagy pedig megegyezik A-val. Hasonl6an
tekintsiik azt a szakaszt, amelynek B végpontjatol az Gsszes tobbi szakasz végpontja jobbra esik, vagy egyenls B-vel.
A két szakasz koz0s része éppen az AB szakasz, ami a feltételek szerint valodi, és lathato, hogy valamennyi szakasznak
része. Ezzel belattuk, hogy a 100 téglatest kozos részének az e-re (azaz barmelyik koordinatatengelyre) es6 merdéleges
vetiilete valodi szakasz, igy a kozos rész egy valodi (azaz bels6 ponttal rendelkezs) téglatest.

Ratérve a feladat masodik részére, tekintsiink elGszor egy tetraédert és &allitsunk minden lapjara kifelé egy-egy
olyan nagy kockat, hogy annak a tetraéderre fekvé lapja belsejében tartalmazza a tetraéder harom csiacsat. Nem nehéz
meggy6z6dni arrél, hogy a négy kocka koziil barmely haromnak van kodzos belsé pontja, mind a négynek azonban nincs.
Ezek utan valamelyik kockdnak még 97 példanyat tekintve a kivant tulajdonsaggal rendelkezd 100 kockdhoz jutunk.
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Megjegyzés. A (3-dimenzios) térre érvényes Helly-tétel a kovetkezot allitja: Ha véges sok korlatos, konvex ponthalmaz
koziil barmelyik négynek van k6zos bels§ pontja, akkor az 6sszes halmaznak is létezik kdzos belsé pontja. A megoldas
els6 fele szerint specialis alaku és elhelyezkedést halmazok (pl. egyallasu téglatestek) esetén a feltételben szerepls 4
csokkenthetd, viszont a megoldas méasodik felében megadott ellenpélda mutatja, hogy 4 helyett 3-ra mar nem igaz
(4ltalanosan) a tétel allitasa.



