I. megoldas. Az

3 1
$2+$y+y2:1($+y)2+1(1‘—y)2

azonossag felhasznalasaval a feltételt 3(a +b)* + (a — b)* = 3(c + d)* + (¢ — d)* alakba irhatjuk.
Rendezés és szorzattd alakitds utdn innen
la+b+c+d)a+b—c—d)+(a+c—b—d)(la+d—b—c)=0
adodik. Ha s a megadott egyenldséget teljesits a, b, ¢, d pozitiv egészek Gsszege, akkor az atrendezett feltétel a
3s(s—2c—2d)+ (s —2b—2d)(s —2b—2c) =0
alakot Olti, s hatvanyai szerint rendezve:

4s? — (4b+ 8c + 8d)s + 4(b+d)(b + ¢) = 0.

Mivel egész szamokrol van szo, innen kovetkezik, hogy s osztoja a 4(b + d)(b + ¢) szorzatnak.

Ha s primszam, akkor osztania kell ennek a szorzatnak valamelyik tényez&jét is. Mivel az adott szamok pozitivak,
azért 0 < b+ d, b+ c < s, ezeket a tényezéket s nem oszthatja. Igy ha s primszam, akkor csak s | 4 teljesiilhet. Ez
viszont nyilvanvaléan lehetetlen, hiszen 4 egyetlen primosztéja 2, viszont négy pozitiv egész Osszegeként s legalabb 4.

Ez azt jelenti, hogy s valéban nem lehet primszam.
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II. megoldas. Végezziik el az adott egyenl&ségben az a = U—_H), b = u_;v, illetve a ¢ = a:_—l—y, d = i

helyettesitéseket. Ekkor u = a+ b, v =a — b, illetve v = c+ d és y = ¢ — d, az 4] valtozok egész szamok, tovabba
s=a+b+c+d=u-+z.

A helyettesitések utan a bal oldal
u+v 2+u—|—v u—v+ u—v 2_3u2+v2
2 2 2 2 4

3 2 2
a jobb oldal pedig hasonl6an % Az igy adddo egyenlGséget rendezve

3(utz)(u—1x)=(y+v)(y—v)

adodik, s = u + x tehat osztéja az (y + v)(y — v) szorzatnak. Ha pedig az s primszam, akkor osztania kell ennek a
szorzatnak valamelyik tényezGjét. Azonban

—s=—-a—-b—c—d<y4+v=a—-b+c—d<a+b+c+d=s,

tehat |y + v| < s, és ugyanigy kapjuk, hogy |y — v| < s.

Mindkét tényezd abszolut értéke tehat hatarozottan kisebb, mint s; az s prim esetére talalt oszthatdsag eszerint csak
tgy teljesiilhet, ha a szoban forgé tényezs értéke nulla. Igy viszont a szorzat és a vele egyenlé bal oldal, 3(u+ x)(u — z)
is nulla. Ez utébbi pedig pontosan akkor teljesiil, ha ©w = x, az s tehat paros szam, és igy valéban nem lehet prim,
hiszen az értéke legalabb 4.

ITI. megoldas. A fenti jelolésekkel nyilvan a +b = — (¢ + d) (mod s), amit négyzetre emelve
(a+b)°=(c+d)? (mod s)
adodik. Alakitsuk at a feltétel egyenlGségének két oldalan allo6 mennyiségeket az
P ray+yt=(z+y)” —yle+y) +y°
azonossag, illetve a kapott kongruenciak felhasznalasaval:

(a+b) —bla+b)+b> = (c+d)? —d(c+d) +d* =
=(a+b)* +d(a+b)+d* (mod s).

Innen rendezés utan kapjuk, hogy
(d+b)a+b)+d*—b*=(d+b)(a+d) =0 (mod s),

azaz s osztoja a T = (d + b)(a + d) szorzatnak. Mivel s = a + b+ ¢+ d és a megadott szamok pozitiv egészek, azért T'
mindkét tényezGje kisebb s-nél, amely igy egyikiiknek sem lehet osztdja. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy s valéban nem
primszam.
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