I. megoldas. Legyen O a gomb kozéppontja, amelyen a haromszog elhelyezkedik; a csticsokat a szokasos moédon
jeloljik A, B, C-vel. Ha a gombdt és a gombhéaromszoget egységnyi sugarura kicsinyitjiik, (1) mindkét oldala a
hasonlésag aranyanak megfelelen valtozik; ezért az allitast elég egységnyi sugari gombre igazolni. Tovabba, ha « és
B egyike sem hegyesszog, az allitds trividlis, mert cos « és cos f nempozitiv. Ezért, figyelembe véve, hogy az allitas az
a és 3 felcserélésére szimmetrikus, azt is feltételezhetjiik, hogy o hegyesszog.

b
Tekintsiik az OAB, OBC és OAC korcikkeket; ezek teriilete g, %, illetve 3 Vetitsiik az OBC' és O AC korcikkeket
az OAB sikra. Egy sikbeli alakzat mer&leges vetitésekor a vetiilet és az eredeti alakzat teriiletének ardnya a két sik

a b
bezart szogének koszinusza, tehat a korcikkek vetiiletének teriilete §| cos ), illetve 5 cos Q.

A tovabbiakban harom esetet fogunk megkiilonboztetni attol fiiggden, hogy 8 hegyes-, tompa- vagy derékszog.

1. eset: 3 hegyesszog. Ebben az esetben a C’' pont az OAB korcikk belsejébe esik (1. dbra). Az AC és BC
korivek vetiiletei egy AA’, illetve BB’ nagytengelyt ellipszis megfelels ivei. A két ellipszis az OAB, OBA’, OA'B’ és
OB’ A kércikkek mindegyikében metszi egymést. Mindegyik tartomanyban csak egy-egy metszéspontjuk van, mert két
kupszeletnek legfeljebb négy k6zos pontja lehet.

1. dbra

Az OBC és OAC korcikkek vetiiletei részei az O AB korcikknek, azt nem fedik le teljesen és nem nytlnak egymasba.
Ezért teriiletiik 6sszege kisebb, mint az OAB korcikk teriilete: g cos B+ g cosa < % Ez éppen a bizonyitando allitas.

2. eset: (3 derékszdg. Ekkor a C’ pont az OB szakasz belsejébe esik (2. dbra). Az OAC korcikk vetiilete valodi része
az OAB korcikknek, a teriilete tehat kisebb: g cosa < g Mivel cos 8 = 0, ez éppen az allitas.

2. dbra

3. eset: B tompaszdg. Ekkor a C” pont az OBA' kircikk belsejébe esik (8. dbra). Mivel cos 8 negativ, (1) baloldalan
az OAC és OBC korcikkek vetiileteinek, azaz az OAC’ ¢és OBC’ ellipszisdarabok teriiletének kiilonbsége all. Az
OAC' ellipszisdarab kilog az OAB korcikkbél, de a kilogo részt az OBC’ ellipszisdarab teljesen lefedi. Ezért a két

b
ellipszisdarab teriiletének kiilonbsége kisebb, mint az OAB korcikk teriilete: 5 cosa— g| cos | < g, azaz bcosa +

acosf < c.




3. dbra
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Megjegyzés. A megoldasbol jol lathato, hogy a gdmbharomszog vetiiletének teriilete az O AB sikon minden esetben
g — %cosﬁ— icosa.

II. megoldas. Ismét feltételezziik, hogy a gomb sugara egységnyi. Az a, b és ¢ ivhosszakra teljesiil a haromszog-
egyenl6tlenség, ezért ilyen hosszisagu szakaszokbol a sikban is haromszog szerkeszthets. Legyenek a sikbeli a, b, ¢

oldalt haromszog megfelels szogei rendre o, 8 és +'.
A sikban a-cos B’ +b-cosa’ = ¢, mert a-cosB’ és b-cosa’ nem més, mint az a és b oldalak vetiiletének elGjeles

hossza a ¢ oldalon. Az Osszefiiggés hegyes-, derék- és tompaszogi haromszogekben egyarant érvényes (4. dbra). Ezért
elég azt igazolnunk, hogy

acos 3’

4. dbra

cosa < cosa’ és cosfB < cosfB, azaz o > o' és § > B'. A két egyenlStlenség csupan az a és b oldalak szerepének
felcserélésében kiilonbozik, ezért elég az el6bbit bizonyitani.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a gémbi koszinusztételt, valamint azt az ismert tényt, hogy a gémbhiromszog ke-
riilete kisebb, mint 27. (Ezeket a kedves Olvasé megtalalhatja példaul Reiman Istvan A geometria és hatdrteriletei
c. kényvében.)

b +c?—a?>+2bc  (b+c+a)(b+c—a)

A koszinusztételb6l 1 + cosa’ = 57 = 2 . A szogekre vonatkozo gombi koszi-
c c

nusztétel szerint
cosa = cos b cos ¢ + sin bsin c cos «,

amibdl . .
cosa — cosbcosc+sinbsinc
14+ cosa = - - =
sinbsinc breta . e
cosa —cos(b+c)  2sin Z5EE sin 25—
sinbsine sinbsine

A bizonyitando allitas tehat:
bteta gin bte=e (4 cta)(b+c—a)

sinbsin ¢ 2bc

2 sin

sin b+g+“ sin b+§_“ sinb sinc
b+c+a ’ b+c—a < b ’ c
2 2

b — b
2treza és q = ﬂ. A haromszog-egyenl6tlenségbdl, valamint az a + b + ¢ < 27 egyenlStlenségbol

Legyen p =
kovetkezik, hogy 0 < p < b, ¢ < ¢ < 7, tovabba a definiciéboél p + g = b+ c.
int
Legyen f(t) =1In SITD; azt kell igazolnunk, hogy f(p) + f(q) < f(b) + f(c).

Vizsgaljuk meg az f fiiggvényt a (0, 7) intervallumban. A fiiggvény méasodik derivaltja negativ:

1\ 1 1
f”(t)—<ctgt—¥> == - —5 <0,

2 sin? ¢

tehat a fliggvény szigortan konkav. Ebbdl kovetkezik, hogy

) + £(0) > (%ﬂp) n %f(q)) n (Z:;ﬂp) e f<q>) — )+ 1(@).
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