
I. megoldás. Helyettesítsünk (1)-ben x helyére (x− 1)-et:

(2) f(x) + f(x− 2) =
√

2 · f(x− 1).

Helyettesítsünk (1)-ben x helyére (x+ 1)-et:

(3) f(x+ 2) + f(x) =
√

2 · f(x+ 1).

Adjuk össze (2)-t és (3)-at:

2f(x) + f(x− 2) + f(x+ 2) =
√

2 ·
[

f(x− 1) + f(x+ 1)
]

,

ami (1) alapján

2f(x) + f(x− 2) + f(x+ 2) = 2 · f(x)

alakban írható. Vagyis

f(x− 2) + f(x+ 2) = 0, f(x+ 2) = −f(x− 2).

Helyettesítsünk x helyére (x+ 2)-t:
f(x+ 4) = −f(x).

Helyettesítsünk x helyére (x+ 4)-et:
f(x+ 8) = −f(x+ 4) = f(x).

Tehát az f függvény valóban periodikus.
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II. megoldás. Írjuk át (1)-et a következ® alakba:

(2) f(x) =

√

2

2
f(x+ 1) +

√

2

2
f(x− 1).

A további f(x+ a) értékeket f(x+ 1) és f(x− 1) segítségével fogjuk kifejezni.

(1)-ben x helyére írjunk (x+ 1)-et:

f(x+ 2) + f(x) =
√

2 · f(x+ 1).

(2)-t behelyettesítve:

f(x+ 2) +

√

2

2
f(x+ 1) +

√

2

2
f(x− 1) =

√

2 · f(x+ 1),

f(x+ 2) =

√

2

2
f(x+ 1)−

√

2

2
f(x− 1).

(1)-ben x helyére írjunk (x+ 2)-t, ekkor az imént kapott formula szerint

f(x+ 3) + f(x+ 1) =
√

2 · f(x+ 2) = f(x+ 1)− f(x− 1),

vagyis

f(x+ 3) = −f(x− 1).

(1)-ben x helyére írjunk (x+ 3)-at:

f(x+ 4) + f(x+ 2) =
√

2 · f(x+ 3).

Az eddigiek felhasználásával ezt így írhatjuk:

f(x+ 4) +

√

2

2
f(x+ 1)−

√

2

2
f(x− 1) = −

√

2 · f(x− 1),

f(x+ 4) = −

√

2

2
f(x− 1)−

√

2

2
f(x+ 1).

(1)-ben x helyére írjunk (x+ 4)-et:

f(x+ 5) + f(x+ 3) =
√

2 · f(x+ 4).

Az eddigiek felhasználásával:

f(x+ 5)− f(x− 1) = −f(x− 1)− f(x+ 1),
f(x+ 5) = −f(x+ 1).
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(1)-ben x helyére írjunk (x+ 5)-öt:

f(x+ 6) + f(x+ 4) =
√

2 · f(x+ 5).

Az eddigiek felhasználásával:

f(x+ 6)−

√

2

2
f(x− 1)−

√

2

2
f(x+ 1) = −

√

2 · f(x+ 1),

f(x+ 6) =

√

2

2
f(x− 1)−

√

2

2
f(x+ 1).

(1)-ben x helyére írjunk (x+ 6)-ot:

f(x+ 7) + f(x+ 5) =
√

2 · f(x+ 6).

Az eddigiek felhasználásával:

f(x+ 7)− f(x+ 1) = f(x− 1)− f(x+ 1),
f(x+ 7) = f(x− 1).

Helyettesítsünk itt x helyére (x+ 1)-et:
f(x+ 8) = f(x).

Az f függvény tehát valóban periodikus.
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