I. megoldas. Minden valos szam az egész és a tortrészének az osszege; alkalmazzuk ezt 28v/2-re, ahol k tetszéleges
pozitiv egész.
2"V2 = [2°v2] + {2FV2}.
Szorozzuk ezt az egyenlGséget v/2-vel:
2R+l = [2"V2 V2 + {2"V2}V2.
Han= [2k\/§] + 1, akkor a fenti egyenlGség a kovetkezs alakba irhato:
2 = nv2— (1-{2"V2})Va
Mivel v/2 irracionalis szam, azért 281/2 nem lehet egész. Igy 0 < {27“\/5} < 1, tehat a fenti egyenlGségbdl kapjuk,

hogy
0<nv2-2 = (1- {2"V3})V2.
Ebbél kovetkezik, hogy valahanyszor a fenti kiilonbség kisebb 1-nél, azaz
0<nv2—2M1 <1,

akkor az egész rész definicioja alapjan [n\/ﬂ = ok+1,

Megmutatjuk, hogy az ennél erésebb

(1_{zkﬁ})ﬂ<%

egyenl6tlenség is végtelen sok k-ra teljesiil. v/2-vel osztva és rendezve azt kell igazolnunk, hogy végtelen sok k-ra
1

(1) Lo qval

ElGszor is jegyezziik meg, hogy v/2 irracionalis voltabol kivetkezik, hogy egyenlSség nem teljesiilhet (1)-ben. Vegyiik
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észre tovabba, hogy ha egy adott m-re 0 < a = {2”\/5} < > akkor 0 < {2m+1\/§} = 2a. §—nél kisebb tortrész
1

esetén tehat a 2-hatvany tényezé kitevGjét 1-gyel novelve a tortrész duplazodik, igy pedig el6bb vagy utobb 3 és 1 kozé

1
esik majd. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges k-ra vagy 3 < {2]“\/5 }, vagy pedig van olyan, a k-nal nagyobb m kitevd,

amelyre teljesiil (1). Valoban végtelen sok olyan kitevs létezik tehat, amelyre teljesiil (1) és ezt akartuk bizonyitani.
Sdndor Nora Katalin (Papai Reformatus Kollégium Gimnéziuma, 11. évf.)

II. megoldas. Kénnyen lathato, hogy minden = valos szam felirhatd, mégpedig egyértelmien 2+ r alakban,
ahol n pozitiv egész és r, a ;maradék” kisebb v/2-nél, pontosabban 0 < r < v/2. Az is lathato, hogy ha = egész és a
maradék nagyobb, mint v/2 — 1, akkor z = [\/i(n +1)], ugyanis ekkor 0 < V2(n+1)—z < 1.

Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, tehat csak véges sok 2-hatvany irhaté [\/5 n} alakban. Ekkor létezik olyan
m kitev$, amin tul nincs a megadott alakd 2-hatvany. A fentiek értelmében osszuk el maradékosan az m-nél nagyobb
kitevsji 2-hatvanyokat v/2-vel.

(2) omtk — nk\/i + 7.

Mivel V2 irracionalis, azért 0 < 7y, indirekt foltevésiink szerint pedig 7, < V2 — 1. A (2) egyenl6séget 2-vel szorozva,
2Rl = 20y V2 + 21,

Az r, < V2 —1 egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
0<2rs <2vV2-2<V2,

ami a fenti ,maradékos osztas” egyértelmiisége miatt azt jelenti, hogy rr41 = 2r;. Ez pedig ellentmondés, hiszen
0 < rp =21 <2 — 1 nem teljesiilhet minden pozitiv egész k-ra.
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