I. megoldas. A bizonyitand6 egyenlGtlenség bal oldalan &ll6 mennyiséget tiz tag Osszegeként irva és 10-zel osztva
az alabbi allitast kapjuk:
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Lathatoan tiz nemnegativ szam szamtani koézepét kell feliilrSl becsiilniink. A szamtani és a négyzetes kozép kozti
egyenl6tlenség szerint
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igy elegendd azt igazolni, hogy B = a + 3 + ¢ + - < 10.
Ehhez vegyiik észre, hogy B elgallithato a feltételben szerepld részletosszegek felhasznalaséaval:
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(%) a+§+§+1_1(a+b+c+d)+(5—1)(a+b+c)+<§—§>(a+b)+(1—§>a.

Ebben a felirasban minden részletosszeg egyiitthatdja pozitiv, igy az Gsszeg a feltétel alapjan feliilr6l becsiilhet6:
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és éppen ezt akartuk bizonyitani.
Lagké Miklos (Fazekas M. Fov. Gyak. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. A bizonyitasbol kideriil, hogy pontosan akkor van egyenlGség, ha a =1,b=4,c=9 és d = 16.

2. A feladat allitasa természetes modon altalanosithato: hasonléan igazolhato, hogy ha a nemnegativ aq, as, ..., a,
k k n n
. . . nn+1
szamokra, ;ai < ;zz, ha k=1,2,3,...,n, akkor ;\/ai < ;z = %

1
3. A bizonyitasban kulcsszerepet jatszo (x) atalakitast az 1-a+ = - b+ —c + —d Osszeg Abel-féle atrendezésének
nevezik. Igen hatasos algebrai médszer, azonossagok és egyenlStlenségek bizonyitasanak fontos eszkdze.
b d
4. Ha A= a+Vb++c+ \/E, akkor a fenti bizonyitas a B = a + 3 + g + 1 < 10 egyenl6tlenség felhasznélasaval

igazolta, hogy A < 10. Ezt viszont nem a kézenfekvének latszo A < B egyenl6tlenségen keresztiil mutatta meg — jo
okkal — az ugyanis nem igaz! A bizonyités elss részének a becslése azt adja, hogy A f6liilr6l becsiilhets B-nek és a nala
nagyobb 10-nek a mértani kézepével: vV10B > A. A 10 > A allitas emiatt kovetkezik a 10 > B egyenlGtlenségbdl.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha a nemnegativ a1, ao, ..., ar szdmokra
ar+as+--+ap <12 +22 4+ 4 k2

akkor
Var+2y/ag + -+ kyag <1242 4 4 k2

A0 < (vVar—1)+ (vVaz—2) + - + (Var — k) azonosan teljesiils egyenlstlenségben a négyzetre emeléseket
elvégezve és rendezés utan 2-vel osztva éppen a bizonyitando6 egyenlétlenséget kapjuk.
Ezt felhasznélva

(1) Va <1
(2) Va+2vb < 5;
(3) Va+2Vb+ 3/ < 14;

(4) Va +2Vb + 3v/e + 4vd < 30.

Az (1), (2), (3), (4) egyenl6tlenségeknek olyan tobbszoroseit kellene Gsszegezniink, hogy az Gsszegben minden tag
egyiitthatoja egyenld legyen. Ha arra toreksziink, hogy ez a k6z6s egytitthato a szerepls 1, 2, 3, 4 egyiitthatok legkisebb
kozos tobbszorose, 12 legyen, akkor a Vd-t tartalmazo6 egyediili (4)-et 3-mal kell megszoroznunk. Innen a tovabbi



szorzok egyértelmien adodnak: \/c egyiitthatojanak beallitasahoz (3)-at 1-gyel, Vb egyiitthatojahoz (2)-t 2-vel, végiil
Va egyiitthatojahoz (1)-et 6-tal kell megszoroznunk. Igy

6va+2(vVa+ Vo) + (Va+Vo++e) +3(Va+Vo+ e+ Vd) =

=12(Va+ Vb + e+ V),
6-1+2-5+1-14+3-30
tehat v/a + Vb + e+ Vd < * +12 i = 10.

Besenyei Baldzs (Tatabéanya, Bardos Laszlo Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. Legyenek x, y, u és v nemnegativ szamok, amelyekre z + y = u + v.

A(Vp+ \/6)2 =2(p+q)— (VP— \/6)2 azonossaghol leolvashato, hogy a vz + /y, illetve a /u + /v Gsszegek
koziil az a nagyobb, amelyikben a tagok eltérése, |v/z — \/y| illetve |v/u — v/v| kisebb.

Legyen ezek utin A = a + Vb + Ve+ Vd. Ha a négy szam koziil egyet noveliink, akkor természetesen ennek a
szamnak a négyzetgyoke is né és ekkor persze A is. Masfeldl a fentiek szerint A gy is névelhets, hogy az a, b, ¢, d
szamok koziil kett6t valtoztatunk, agy, hogy Osszegiik ne valtozzék, eltérésiik pedig csokkenjen.

Nevezziik azokat a rendezett szamnégyeseket, amelyekrdl a feladat allitdsa szol, megengedett szamnégyeseknek.
A bizonyitashoz e két lépés ismételt alkalmazasaval egy tetsz6leges megengedett a, b, ¢, d szamnégyest az a = 1, b = 4,
c =9, d = 16 szdmnégyessé alakitunk tgy, hogy ekdzben minden lépés sordn megengedett szaAmnégyest hozunk létre.
Mivel egy lépés soran A értéke né és az eljaras végén ez az érték éppen 10, ez valéban elég a bizonyitashoz.

Nézziik tehat a lépéseket. Ha a + b+ ¢ + d < 30, akkor noveljiik d értékét ugy, hogy az Osszeg éppen 30 legyen. Az
igy kapott szamnégyes nyilvan megengedett és teljesiil ra, hogy 0 < 14 — (a+b+¢) =d — 16. Hamost a + b+ ¢ < 14,
akkor d > 16 > c.

Noveljiik ¢ értékét (d — 16)-tal a d értékét pedig csokkentsiik ugyanennyivel. Ekkor a 4+ b + ¢ értéke 14, d értéke
pedig 16. Ezzel c és d eltérése csokken, az Osszeglik nem valtozik, A értéke tehat ng. Az igy kapott megengedett
szamnégyesben a + b + ¢ = 14.

A fenti eljaras folytathato. Mivel 0 < 5—(a+b) = ¢—9, azért ha a+b < 5, akkor b-t novelve, c-t pedig ugyanennyivel
csokkentve elérjitk, hogy ¢ = 9 és a4+ b = 5 teljesiiljon. Igy 0 < 1 —a = b—4, ezért ha a < 1, akkor a értékét novelve, b
értékét pedig ugyanennyivel csokkentve végiil ahhoz a szdmnégyeshez jutunk, amelyre a+b+c+d = 30, a+b+c= 14,
a+b=>5¢ésa=1. Eljutottunk az a =1, b =4, c =9, d = 16 szdmnégyeshez és ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Paulin Roland (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn. 8. évf.)



