I. megoldas. A vizsgilt egyenl6tlenségben minden tag pozitiv, ezért a nevezékkel szorozva majd négyzetre emelve
ugyanaz lesz az egyenlGtlenség két oldalan igy adodé és az eredeti mennyiségek nagysagviszonya. Elegends tehat az

1+9)2+z+y+2y/0+0)(1+y)) ésa 4(1+z)(1+y)

kifejezéseket Osszehasonlitanunk.
A tomorség kedvéért legyen

es t=+/(1+z)(1+y)=1+2a+ g%

A szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség szerint a > g és ezért

(%) t>vV14+29+¢2=1+yg

(g a feltétel szerint pozitiv).
Ezzel a jeloléssel (1 + ¢)(2 4 2a + 2t) és 4t* nagysagviszonyat kell megallapitanunk.
Vizsgaljuk elGszor a g > 3 esetet. Azt kell megmutatnunk, hogy ekkor

(14 9)(2+ 2a + 2t) > 4t2,
vagy 2-vel osztva
(1) (1+g)(1+a)+ (1 +g)t > 262
A bal oldalon (%) szerint (1 + g)t > (14 g)?, igy elegends annyit igazolnunk, hogy ha g > 3, akkor
(14 9)(1+a) + (1+g)° > 22 =2 + 4a + 2¢°.

Beszorzas és rendezés utan a —g? 4+ ag — 3a + 3g > 0 egyenlStlenséget kapjuk. Vegyiik észre, hogy a bal oldal
szorzatta alakithato:
—g>+ag—3a+3g=(g9-3)(a—g).

Ennek a szorzatnak pedig egyik tényezGje sem negativ: az els6 a g-re vonatkozo feltétel miatt, a méasodik pedig a
korébban is felhasznalt a > g egyenlGtlenség szerint. Ezzel az éllitas elsé részét igazoltuk. Az is latszik, hogy pontosan
akkor van egyenl6ség, ha a = g, azaz z = y.

Legyen most g < 2. Ekkor a forditott iranyu

(2) (1+9)(1+a)+ (1+g)t<2t?

egyenlStlenséget kell megmutatnunk. A megoldas els6 részében a nem negativ (a — g) tényezével ,bévitve” hasznaltuk
fel a g — 3 > 0 feltételt; hasonlo modon most a (2 — g)(a — g) > 0 egyenlStlenséget kapjuk. Beszorzas és rendezés
utan innen t* > 1+ 2g + ag adodik. Ha ennek felhasznalasaval ,ovatosan” becsiiljiik alulrol (2) jobb oldalat, akkor azt
kapjuk, hogy t* + (1 + 29 + ag) < 2t%, és igy (2) helyett elegendd a megmutatnunk, hogy

2" (1+9)1+a)+ (1+g)t <t*+1+2g+ag.
Megjegyzés. Az Ovatossag” indokolt, a bizonyitandod egyenlGtlenség igen éles. Konnyen ellendrizhetd, hogy ha (2)

jobb oldalat a kézenfekvének ting 2(1 + 2g + ag) < 2t2 modon csokkentjiik, akkor az igy kapott alsé becslés mar tul
erds: igy mar (2) bal oldalanal kisebb értéket kapunk.

Rendezés utan az
(3) I+gt<t?—a+g=1+a+g+g*

egyenlGtlenséget kapjuk. A bal oldalt a mértani és a szamtani kozép kozti egyenlGtlenség felhasznalasaval becsiilve
pedig éppen a bizonyitani kivant (3) egyenlGtlenséget kapjuk:

(L+9)°+1 _1+29+¢°+1+2a+g

=1 2
9 5 +a+g+g

(1+g)t<

A felhasznalt egyenlGtlenségeket vizsgalva lathato, hogy ebben az esetben is pontosan akkor teljesiil az egyenl6ség,
ha z =y.

Sdndor Nora Katalin (Papai Reformatus Kollégium Gimnéziuma, 11. évf.) és
Antal Agnes (Budapest, Apéaczai Csere Janos Gimn., 12. évf.) dolgozata alapjan.



II. megoldas. Az els6 megoldashoz hasonléan szorozzunk a nevezdkkel és emeljiink négyzetre, végiil tekintsiik a
két oldal P kiilonbségeét:

P=A(l+z+y+ay)—1+g9)2+z+y+2y/1+2)(1+y)).
Azt kell igazolnunk, hogy ha g > 3, akkor P < 0, ha pedig g < 2, akkor P > 0.
Hasznaljuk most is az el6z6 megoldas jeloléseit, legyen t = \/m és a = ITM Ekkor P = 4t — (1 +
9)(2t + 2a + 2). Fejezziik ki a-t a t és a g valtozok segitségével:
24+20=2+4+2+y=(+ D)y +1)+1—ay=t>+1-g%
Igy P a t valtozo masodfoku polinomjaként irhato:
P=4 —(1+9)(*+1-g*+2t) = (3—g)t* —2(g+ )t + (g + 1)(g* — 1).
Vegyiik észre, hogy ez a polinom szorzatta alakithato:
P=(t—g-1)[B-g)t+1-g°].

Az els6 megoldasbol (x) szerint ¢ > g + 1 és pontosan akkor van egyenlGség, ha x = y. Ez azt jelenti, hogy ha z # y,
akkor a fenti szorzat els6 tényezGje pozitiv, P elGjele megegyezik a masodik tényezs, Q@ = (3 —g)t +1 — g elGjelével.
Ha g > 3, akkor Q-ban az els6fokt tag egyiitthatoja, (3 — g), nem pozitiv, a t-ben nulladfoku tag, 1 — ¢g* pedig
hatarozottan negativ, ekkor tehat @ negativ, és ezt kellett bizonyitanunk.
Ha g < 2, akkor (3 — g) pozitiv. Ismét felhasznalva a ¢ > g + 1 egyenl6tlenséget:

Q=0B-gt+1-¢*>B-gg+1)+1—-g"

A beszorzast elvégezve (3 —g)(g+1)+1—g* = —2¢°> +2g+4 = 2(2 - g)(g + 1), ami valoban nem negativ, ha g < 2.
A bizonyitasbol latszik, hogy mindkét esetben akkor van egyenléség, ha = = y.

Megjegyzés. Egyik megoldasbol sem deriil ki igazan, min mulik a feladat allitasa. A fiiggvényvizsgalat hagyoméanyos
eszkozét, a differencidlszamitast hasznaldé aldbbi megkozelités nem vetekszik ugyan a fenti megoldasok tomorségével,
viszont jobban mutatja a probléma szerkezetét.

1 1
III. megoldas. Az zy = g° feltétel azt jelenti, ho + értéke az egyik valtozo fliggvényeként is
g Yy=yg J gy Jitz VIty gy ggveny
felirhat6: ha pozitiv z-ekre bevezetjik az
1 1
flz) = +
14z 2
v \/ 1+L
X
2
fiiggvényt, akkor = f(g); ezzel a jeloléssel f(x) és f(g) értéekét kell 6sszehasonlitanunk.

v1i+g
Jegyezziik meg, hogy az f fiiggvény ,szimmetrikus’ g-re abban az értelemben, hogy ha zy = ¢2, akkor f(z) = f(y).
Ha x > 0, akkor az f fliggvény differencialhato, és:

2\ —5 2

() = —%(1 +)7F 4 % (1 + %) %.

Most és a tovabbiakban nem részleteziink minden 1épést, az olvasé maga ellenérizheti az egyes atalakitésokat. A derivalt
rendezés utan

1 1

f(@) = B - -
\/:c(:b +92) (1 +2)

f szélsGértékeinek vizsgéalatdhoz a derivalt elGjelét kell tisztdznunk. Az els6 tényezs pozitiv, igy f'(x) elSjele azonos

a maéasodik tényezd elGjelével. Ez a tényez6 két négyzetgyok kiilonbsége. Két nemnegativ mennyiség kiilonbségének
elGjele egyenls a négyzeteik kiilonbségének elGjelével, ami azt jelenti, hogy f’(z) elGjele

(92-\/(1+w)3—\/x(:c+g2)3>.

S() = g* (1 +2)° —a(x + )’

elgjelével egyenld.

A mér emlitett szimmetria is indokolja, hogy érdemes S(g) értékét kiszamolni: nyomban adodik, hogy S(g) = 0.
Ekkor pedig, mivel S(x) a g-nek csak paros kitev6ji hatvanyait tartalmazza, S(—g) értéke is 0. Ebb6l kovetkezik, hogy
S(x)-bol kiemelhets 2° — g*. Valéban:

S() = g* (1 +2)° —a(x + 92’ = (2® — ) (— 2® + g*(4* — 3)z — ¢).



Az els6 tényezd elGjele konnyen adodik; a masodik tényezd, a masodfoka
h(z) = —2® + ¢*(¢° = 3)x — ¢

elGjelének vizsgalatahoz irjuk fel ennek a polinomnak a diszkriminansat:

D(g) = g*(¢* - 3)° — 4¢°.

Ha g*-et kiemeliink, akkor a megmaradé kifejezés két négyzet kiilonbségeként szorzatta alakithato. Az igy kapott két
harmadfokt polinom azonnal tovabb bomlik, a diszkriminans végiil els6foku tényezsk szorzataként irhato:

D(9) = ¢*[(9(s®> = 3))" —4] = ¢*(¢* — 39— 2)(¢* — 39 +2) =

=3*(g-2)(g—1)*(g+1)°(g+2).

Innen nyomban leolvashaté a diszkriminans elGjele a g pozitiv értékeire:

Ha g > 2, akkor D > 0 és igy h(z)-nek két gyoke van: z1 és zo. A gyokok szorzata g2, osszegiik g*(g* — 3) > 0, igy
0<x <g<mo.

Ha g = 2 vagy g = 1, akkor D = 0, h(z)-nek egy gyoke van. Ebben az esetben h(z) < 0 minden pozitiv a-re. Ha
g =2, akkor h(z) = —2® + 4z — 4 = —(x — 2)?, a gyok tehét éppen 2; ha pedig g = 1, akkor h(z) = —a% — 22 —1 =
—(z+1)% agydk —1.

Ha0<g<1,vagy 1< g<2,akkor D < 0, h(z)-nek nincs gyoke, igy h(z) < 0 minden pozitiv z-re.

Vegyiik észre, hogy mindez azt jelenti, hogy ha D < 0 és S(z) elsé tényezbje, 2° — g* # 0 — azaz © # g — akkor
h(z) < 0, a derivalt elGjele tehat éppen ellentétes az elsé tényezs, 22 — g2 el6jelével.
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6. dbra

A meglehetdsen hossziura nyult el6készités utan térjiink ra a feladat megoldasara. Legyen elGszor g > 3. Ekkor
az 1.a., b. dbrdkon lathato S(x) két mésodfoki tényezSjének a grafikonja, innen pedig S(x) — és f'(x) — elGjelét a
2. dbra mutatja. Az elGjelviszonyokat figyelembe véve kapjuk, hogy f-nek lokalis maximuma van zi-ben és xo-ben
— ezek értéke egyébként, mint lattuk, egyenld — és lokalis minimuma g-ben.

Ebbol azonban még csak annyi kovetkezik, hogy f(x) > f(g) ha x1 < 2 < x2, meg kell vizsgalnunk a fliggvényt a
(0; 1) és az (z2;00) intervallumokon is. Elébbin f’(z) pozitiv, igy f(x) itt szigortian monoton néve, az utobbin pedig
/' (z) negativ, azért f(z) itt szigortian monoton fogy6. Mivel pedig mlgglJrf(x) = wll)l_ir_loof(,’b) =1, ezért f(z) > 1, ha
x € (0;21) U (z2;00). Végiil pedig ha g > 3, akkor

2

flg) = 1+g§1,

;

tehat a g > 3 esetben az f fiiggvénynek abszolit minimuma van a g helyen, f(z) > f(g) valoban, ha z > 0 (3.,
4. dbrdk). Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha x = g, azaz a feladat eredeti valtozoi szerint x = y.

Legyen most g < 2. Lattuk, hogy ha x? — g* # 0, akkor h(z) < 0, azért a derivalt elGjele S(x) elsé tényezdje,
2?2 — g? elGjelének az ellentettje. Igy f szigortian monoton névé, ha 0 < < g és szigortian monoton fogyo, ha g < =,
f-nek abszolut maximuma van a g-ben: f(z) < f(g), ha x > 0 (5. dbra).

Tabor Aron (Budapest, Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., 11. évf.) dolgozata nyoman

Megjegyzés. Ha 2 < g < 3, akkor a megoldas elsé részében latott vizsgalat eredményeképpen a 3. dbra grafikonjahoz
hasonlo gorbét kapunk, most azonban f(g) > 1. Ilyenkor egyik iranyu egyenlStlenség sem teljesiil minden pozitiv a-re
(6. dbra): van olyan z, amelyre f(z) > f(g) (ilyen példaul z,, az egyik lokalis maximum) és ha z elég kicsi vagy elég
nagy, akkor f(z) < f(g), ugyanis a fiiggvény lokilis minimuma, f(g) > 1= m]ilglJrf(:E) = mgrfoo f(z).



