I. megoldas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az ay, as, . .., as, szamok paronként kiilonbozs
maradékot adnak (n + k)-val osztva. Tekintsiik a kovetkezs n + k kiilonb6zs szamot:

b1 = aq, by = aq, bs = a1 + agbgiy1 = a1 +as + ...+ ag + agi41 (0<i<k), bsive = a1 +as+ ..

Ha ezek kozott van olyan, amelyik oszthato (n + k)-val, akkor mar készen is vagyunk. Ellenkez6 esetben pedig van
a szamok kozott kettd, mondjuk by és by (s < t) amelyik ugyanolyan maradékot ad (n + k)-val osztva. Ekkor b, — by
nyilvan oszthato (n + k)-val. Azt kell mar csak észrevenniink, hogy ez a kiilonbség felirhato az a1, ag, ..., a, szamok
koziil néhanynak az 6sszegeként. Ha ugyanis ez nem igy lenne, akkor valamilyen k-nal kisebb i-re s = 3i+1ést = 3i+2,
vagyis by — bs = ag;4+2 — a2;+1 volna. Ez azonban feltételezésiink értelmében nem oszthato (n + k)-val.

II. megoldas. Ugyanehhez a végeredményhez egy kissé eltérd kiindulassal is eljuthatunk.

Allitas. Tetszdleges by, b, . . .,by egész szamok esetén léteznek olyan 1 < i < j < N indexek, hogy a bi+b; 41+ . +b;
0sszeq oszthato N -nel.

Ez egyébként éppen a feladat allitisa a k = 0 esetben. A bizonyitashoz tekintsiik ¢ = 0, 1, ..., N esetén az
sy = bi+...+b; Osszegeket, ahol sg = 0 az iires Osszeg. Az igy felirt N + 1 egész szam kozott biztosan van kettd, amelyik
ugyanolyan maradékot ad N-nel osztva. Ha s, és sp (0 < k < £ < N) két ilyen Osszeg, akkor s;—sg = bgy1+brta+. .. +by
oszthatd N-nel.

A feladatot ezutan a kovetkez6 modon vezethetjiik vissza erre a specidlis esetre. Az els§ megoldashoz hasonldan,
most is feltehetjiik, hogy az a1, as, . . ., ag szdmok paronként kiilonbdzé maradékot adnak (n+k)-val osztva. Tekintsiik
a

by = a1, by =az — a1, b3 =ai1, by = a3, bs =a4 —az, bg = asz, ..., b3p = azp_1,

b3k+1 = G2k41, D342 = a2py2, ..., bnip =an

szamokat. Igy éppen N = n + k egész szamot irtunk fel.

A fenti allitas értelmében léteznek olyan 1 < ¢ < j < N indexek, hogy S = b; + biy1 + ... + b; oszthaté6 N-nel.
Elegend6 azt megmutatni, hogy S felirhaté az aq, aq, ..., a, szdmok koziil néhanynak az Gsszegeként. Ez egészen
nyilvanval6 akkor, ha ¢ > 3k 4 1, ebben az esetben ugyanis

S=ai—p+ai—pt1+...+a;—.
Ha ¢ < 3k < j, akkor legyen ¢ = 3s 4+ ¢, ahol 0 < s < k és 1 < ¢ < 3. Ekkor nyilvan
S=A+asi3+azsiat...+a;_g,

ahol A = ags41 + G2s42, a2st2, Vagy ass4+1 annak megfelelGen, hogy ¢ értéke 1, 2, vagy pedig 3.
Végiil 7 < 3k esetén legyen ¢ =3s+¢q, j =3t+7r,ahol 0 < s <t < kés1l<gq, r <3. Ekkor konnyen ellendrizhetd,

hogy
S =A+azst3 + a2e4a+ ... +az+ B,

ahol A-t ugyanugy definidljuk, mint az el6z6 esetben, B értéke pedig agiy1, asito, vagy pedig e ketts Osszege aszerint,
hogy r = 1, 2, vagy 3, feltéve, hogy s # t. Ha s = t, akkor is kénnyen lathato, hogy S értéke ags i1 + ass i, aosya, vagy
azs+1- Kivételt képezne az az egyetlen esetet, amikor s =t és ¢ = r = 2. Ez azonban nem fordulhat el6, hiszen ekkor
S = ags42 — 2541 lenne, az ay, ag, ..., ag, szdmok koziil viszont semelyik ketts kiilonbsége nem oszthaté N-nel.

III. megoldas. (Kovdcs Erika Rendta megoldéasa.) Ismét tegyiik fel, hogy az ai, ..., agp szamok péaronként
kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Vezessiik be az A = {a1, ag, ..., agx} jelolést, és legyen by = a;. Ha
valamilyen 1 < j < k4 1 esetén a by, ba, ..., bj_1 szdmokat mar definidltuk, akkor legyen b; az A halmaznak egy
olyan eleme, amelyik a b1, ba, ..., bj_1, b1 + b2, b1 +ba 4+ b3, ..., by +ba + ...+ bj_; szdmok egyikével sem ad azonos
maradékot (n + k)-val osztva. Ilyen szam valoban létezik, hiszen ezekkel a feltételekkel az A halmaznak legfeljebb
(J — 1)+ (j — 2) < 2k elemét zartuk ki.

Jelolje b2, bkts, ..., bap az A halmaz fennmarado elemeit valamilyen sorrendben, és tekintsiik a kdvetkezs n + k
szdmot:

.+ ag; + ag;

si=byr+ba+...+b; (1§’L§2k), sj=a1+azx+...+aj (2k<z§n), Sn+1 =b2,Snt2 =b3,. .., Sntk

Ha ezek koziil valamelyik oszthatd (n+ k)-val, akkor készen is vagyunk, ellenkezd esetben viszont koziiliik ketts azonos
maradékot ad (n + k)-val osztva, ezek kiilonbsége tehat ismeét csak oszthatd (n + k)-val. Az nyilvan nem lehetséges
hogy mindkét szam az utols6 k darab koziil keriiljon ki, hiszen ezek paronként kiilonb6z6 maradékkal rendelkeznek. Ha
mindkét szadm az els6 n szadm kozott van, akkor kiilonbségiik éppen az a; szdmok koziil néhanynak az 6sszege, ebben az
esetben tehat megint csak célhoz értiink. Végiil, ha a két szam koziil az egyik s;, ahol 1 < i < n, a mésik pedig s,4;,
1 < j <k, akkor a b; szdmok megvalasztdsa miatt ¢ > j kell, hogy teljesiiljon. Ekkor azonban s,4; = bj;+1 éppen az
s; egyik Osszeadandoja, kovetkezésképpen az (n + k)-val oszthato s; — s,+; szam most is felirhat6 az a; szamok koziil
néhanynak az 0sszegeként.



IV. megoldas. (Zdbrddi Gergely 6tlete.) Most egy indukcios bizonyitast mutatunk. Pontosabban az alabbi erGsebb
allitast fogjuk teljes indukciéval igazolni.

Allitas. Legyenek m, n pozitiv egész szamok. Ha az a1, az, ..., a, egész szamok legaldbb 2i kilonbozd maradékot
adnak m-mel osztva, akkor vagy van kézéttik néhany, amelyek dsszege oszthato m-mel, vagy képezhetd beldlik legaldbb
n + 4 olyan dsszeg, amelyek pdronként kilonbozo maradékot adnak m-mel osztva.

Ebbdl az allitasbol m = n + k, i = k valasztassal az eredeti feladat megoldasa azonnal leolvashato.

Ha ¢ = 0, akkor egyszeriien tekintjiik az a1, a1 +as, ..., a1 + a2 +. ..+ a,, Osszegeket; ha ezek kozott van két olyan,
amelyik azonos maradékot ad m-mel osztva, akkor kiilonbségiik, ami szintén néhany a; Gsszege, oszthaté m-mel.

Tegyiik fel most egy pillanatra, hogy ¢ = 1 esetén is igazoltuk mar az allitast. Az indukcios 1épéshez legyen j > 1 és
tegyiik fel azt is, hogy az allitas igazolast nyert mar ¢ = j esetén is. Ebb6l ¢ = (j 4 1)-re a kovetkezSképpen kaphatjuk
meg az allitast. Legyenek aj, ag, ..., a, olyan egész szadmok, amelyek legalabb 25 + 2 kiilénb6z6 maradékot adnak
m-mel osztva. Valasszunk ki koziilikk két kiillonboz6 maradékot adot, és tekintsiik az Gsszes olyan a;-t, amelyik ezek
valamelyikével kongruens modulo m. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek éppen az a¢41, ai42,
..., ap szdmok. Az aq, ag, ..., a; szamokrol tudjuk azt, hogy legalabb 2j kiilonb6z6 maradékot adnak m-mel osztva.

Tegyiik fel, hogy az a; szamokbol nem képezhets m-mel oszthatd Gsszeg. Ekkor az indukcios feltevés és az i = 1
esetre vonatkozo feltevés értelmében az aq, as, . .., a; szdmokbol képezhets t + j kiilonb6z6 maradékot add Osszeg, az
a¢4+1, Gt42, - - -, G $zamokbol pedig képezhets n — ¢ + 1 kiilonb6z6 maradékot ado Osszeg. Jeldlje ezeket rendre s1, sa,
<oy St4j, illetve 71, 7o, ..., Tp_¢41. Minden tovabbi nélkiil feltehets az is, hogy s1 = a1 + a2 + ...+ a;. Tekintsiik most
a kovetkezs n + j + 1 szdmot: sq, sg, ..., St4j, S1+71, S1+7T2, ..., 51 +Tn_s+1, ezek barmelyike felirhat6 az a; szdmok
koziil néhanynak az 6sszegeként. Tudjuk, hogy az els6 t 4 j szdm paronként inkongruens modulo m, és hasonloképpen
az utolsdo n —t+1 is az. Az sem lehet, hogy valamelyik s, ugyanolyan maradékot ad m-mel osztva, mint s; +r., hiszen
kiilonbségiik, (s1 — $p) + . jol lathatoan néhany a; Osszege. A felsorolt n + j + 1 szam tehat paronként inkongruens
modulo m, és éppen ezt akartuk megmutatni.

Annyi van mar csak hatra, hogy a fent kimondott allitast ¢ = 1 esetén is igazoljuk. Tegyiik fel tehat, hogy az aq,
as, ..., an szamok koziil a; és as kiillonb6z6 maradékot adnak m-mel osztva. Ha az a1, as, a1 +as, a1 +as+as, ..., a1+
as+...+a, szamok kozott van kettd, ami ugyanazt a maradékot adja, akkor kiilonbségiik, ami nem més, mint néhany
a; Osszege, oszthato lesz m-mel. EllenkezS esetben pedig maris talaltunk n + 1 olyan Osszeget, ami mind kiilonb6z6
maradékot ad m-mel osztva.

Megjegyzések. 1. Ahogy azt Gyenes Zoltdn és Kiss Gergely is megjegyzik, az els6 megoldasbol (és az azzal 1ényegében
megegyez6 masodikbol is) vildgosan latszik, hogy nem kell megkovetelniink 2k kiilonb6z6 maradék létezését: elegendd,
ha az a; szamokbol kivalaszthato k olyan pér, hogy az azonos parban lévé szamok kiilonb6zé maradékot adnak (n+k)-
val osztva.

Ez megtehet6 mar akkor is (hogyan?), ha csak k + 1 kiilonboz6 maradék létezéset koveteljiik meg (feltéve persze,

hogy 2k < n).
2. A K6MalL 2000. decemberi szamanak A. 252. feladata szerint a 2k < n feltételre valdjaban nincs is sziikség: a
feladatban megfogalmazott allitas igazolasahoz elég annyit feltenni, ahogy az a1, aq, ..., a, szdmok legalabb k + 1

kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Az alabbiakban erre mutatunk két kiilonb6z6 bizonyitast.

3. Megjegyezziik még, hogy Szemerédi Endre egy nehéz eredményére tamaszkodva ez a feltétel is lényegesen gyen-
githets: ha k értéke n-hez képest ,elég nagy”, akkor elegendd annyit feltenni, hogy az a; szdmok tobb, mint vk
kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva.

V. megoldas. (Csikvdri Péter megoldasabol.) Ha k = 0, akkor a feltétel semmitmondo, és a bizonyitando allitas
kovetkezik a II. megoldas elején kimondott egyszerd allitasbol. A tovabbiakban legyen tehat & > 0.

Tegyiik fel, hogy az a1, as, ..., ar+1 szdmok kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Legyen s = aq +
as + ...+ ags1, és tekintsiik 1 <7 < k+ 1 esetén az a; és b; = s — a; szdmokat, valamint 1 < 57 < n — k esetén a
cj = a1+ ag + ...+ ap4; szdmokat, ez Osszesen n + k + 2 egész szam. Vizsgaljuk meg, hogyan adhat ezek koziil ketts
ugyanolyan maradékot (n + k)-val osztva. Az a; szdmok paronként kiilonb6z6 maradékot adnak, csakigy mint a b;
szamok. Ha a ¢; szdmok koziil kett6 ugyanazt a maradékot adja, akkor mar készen is vagyunk. Hasonloképpen készen
vagyunk akkor is, ha valamelyik c; szdm ugyanolyan maradékot ad, mint valamelyik a; vagy b;, hiszen mind maga az
a; szam, mind pedig a b; minden egyes 6sszeadanddja szerepel barmelyik c; 6sszeadandoi kézott. Mivel a; a bj-nek is
Osszeadanddja j # i esetén, feltehetjiik azt is, hogy ilyen esetekben a; és b; kiilonb6z6 maradékot adnak.

Osszefoglalva, feltehetjiik tehat, hogy ha a fent felsorolt n+k+2 szam kozott kettd azonos maradékot ad (n -+ k)-val
osztva, akkor ez a két szdm a; és b; egy alkalmas 1 < ¢ < k + 1 indexre. Minden egyéb esetben ugyanis a bizonyi-
tando allitas az elmondottak miatt rogton kovetkezik. Vegyiik észre azt is, hogy azonnal befejezettnek tekinthetjiik a
bizonyitast akkor is, ha a felsorolt n + k + 2 szam valamelyike oszthaté (n + k)-val. Egyetlen olyan eset képzelhetd
mér csak el, amelyben még nem végeztiik el a bizonyitast, nevezetesen ha 3 kiilonbo6zé 7 index is létezik dgy, hogy a;
és b; ugyanazt a maradékot adjak, vagyis kiilonbségiik, s — 2a; oszthatd (n + k)-val. Legyenek ezek i1, io és i3, ekkor
a 2a;,, 2a;, és 2a;, szdmok ugyanolyan maradékot adnak (n + k)-val osztva. Nem nehéz megmutatni, hogy ez csak
ugy lehetséges, ha az a;,, a;,, a;, szdmok koziil kettének a maradéka megegyezik, ellentétben a megoldas legelején tett
feltevésiinkkel. Ez mutatja, hogy a bizonyitadst mar minden esetben elvégeztiik.

VI. megoldas. (Nagy Zoltdn megoldasabol.) Ha a szamok koziil valamelyik oszthatd (n+ k)-val, akkor mar készen



is vagyunk, talaltunk egy egytagui megfelel6 Gsszeget. Tegyiik fel tehat, hogy az a; szdmok p kiilénb6z6 maradékot
(p > k+1) adnak (n+ k)-val osztva, és ezek 0 < m1 < mg < ... <mp < n+k. Ha egy 6sszeg minden egyes tagjat egy
azzal azonos maradékot ado szammal helyettesitiink, a kapott 6sszeg nyilvan pontosan akkor lesz oszthato (n + k)-val,
ha az eredeti 6sszeg is ilyen volt. Ezért feltehetjiik azt is, hogy mindegyik a; valamelyik m;-vel egyenls.

Allitsuk nagysag szerinti sorrendbe az a; szdmokat, vagyis legyen a1 = as = ... = ag, = M1, Q41 = Q42 =
C = Ay, =M, oy Ay 41 = ... = G = My, ahol 1 < ky < ky <... < kp—1 < n. Tekintsiik most minden 1 <7 <n
esetén az s; = ay +ag + ...+ a; Osszeget, és minden 1 < j <p—1esetén at; =ay+az+...+ a1+ ag;+1 Osszeget
is. Ez Osszesen n +p — 1 > n + k szam. Ha ezek kozott van (n + k)-val oszthato, akkor készen vagyunk. Ellenkezd
esetben kell, hogy legyen ketts, amelyik ugyanolyan maradékot ad (n + k)-val osztva.

Ha az s; szamok kozott van két ilyen, akkor a szokésos indoklas miikodik.

Ha s; — t; oszthatoé (n + k)-val valamilyen ¢, j esetén, akkor ismét csak készen vagyunk. Ha ugyanis ¢ < k;, akkor
az s; Osszeg valodi része a t; Osszegnek, és ezért t; — s; néhany a; Osszege. Ha ¢ > k;, akkor pedig a t; Osszeg képezi
valodi részét az s; Osszegnek. Az pedig nem lehet, hogy i = k;, mert ekkor s; —t; = ag; — ag;4+1 = m; — m;1 lenne,
ami nem oszthato (n + k)-val.

Végiil tegyiik fel, hogy t, — ¢; oszthat6 (n + k)-val valamilyen 1 < j < £ < p—1 esetén. Ha még j+ 1 < £ is teljesiil,
akkor konnyen lathato, hogy ¢, —t; az a; szdmok koziil néhanynak az Osszege. Ugyanez a helyzet akkor is, ha £ = j+1
és kji1 > k;j+2. Az pedig nem lehetséges, hogy £ = j+1 és kj 1 = kj+1, ekkor ugyanis t,—t; = ag,,, 11+ag;, —a,,, =
M2 +m; —mj 1. Viszont az m; szdmokra tett feltevés miatt nyilvan 0 < mj; < mjia2 +m; —mj1 < mjz2 <n+k,
vagyis az egyetlen megmaradt esetben t, — ¢; nem oszthato (n + k)-val.



