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valos szamra értelmes, és mint az szokvanyos eszkozokkel (elemi differencialszamitassal) megmutathato, f, a (—oo;al
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a és b szamokra pontosan akkor teljesiil a feladat el6irasa, ha f,(b) > 3

I. megoldas. Legyen a rogzitett valos szam, és tekintsiik az f,(z) fiiggvényt. f, minden

intervallumon noéve, az [a; +00) intervallumon fogyo, Em fa= és lim f, = — . Ezzel a jeloléssel adott
o0 — 00

Az 1.a), b) dbrdin az f, grafikonja lathato a > 0, illetve a < 0 esetben. Koénnyii szamoléassal kapjuk, hogy ha
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la| > %, akkor _ ol > —.Igy haa > %, akkor fo(z) > 3 minden z > a esetén, ha pedig a < 3 akkor

VitaZ = 2

falz) > 3 minden z < a esetén.

Ez azt jelenti, hogy ha a négy adott valés szam koziil kettd esik akar a 3
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%; —l—oo), akar pedig a <—oo; —il
intervallumba, akkor teljesiil rajuk az el6irt egyenlGtlenség.

Ha egyik fenti intervallumban sincs egynél tobb a megadott szdmok koziil, akkor legalabb kettd esik a (—
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intervallumba. Egyszerd szamolassal kapjuk, hogy f, <§> > — pontosan akkor teljesiil, ha a > —%. Igy ha
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—?<a§b< %,akkor

1= fa(a) > fa(b) > fa (?) > %7

hiszen az f szigoruan monoton fogyo az [a;+00) intervallumon. Ezzel megmutattuk, hogy négy valés szam kozott
valoban mindig talalhato kettd, amelyekre teljesiil az elGirt egyenlGtlenség.

II. megoldas. Némi tapasztalat és intuicié révén természetes jelentés adhaté az egyenlétlenség bal oldalén szerepld
kétvaltozos kifejezésnek, tovabba — ennek nyomén — maga az allitas is egy geometriai kozhellyé egyszertisodik.

A nevezében allo pitagoraszi mennyiségek nyoman természetesnek latszik az A(1;a) és a B(1;b) pontok bevezetése
(2. dbra).

A koszinusztételt az O AB haromszogben felirva:

(a—b)*=(1+a*)+ (1+b*) —2v14a2V/1+b2cos AOB«,

1+ab
ahonnan rendezés utan cos AOB< = __ta a széban forgd egyenlétlenség bal oldala adédik, maga a feltétel
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pedig a

cos AOB > %, azaz az AOB< < 60°

alakot oOlti.
Ebben a forméban az éllitas azt jelenti, hogy ha adott négy pont az x = 1 egyenesen, akkor van koztiik ketts, A

3 3
és B, hogy AOB< < 60°. Ez pedig nyilvanval6, az O pontbdl kiindulo % és —% meredekségi félegyenesek a nyilt
pozitiv félsikot harom 60°-os szogtartoméanyra osztjak, a kozépss nyilt, a két szélsé pedig félig nyilt, igy a skatulyaelv
szerint a négy adott pont k6z6tt van olyan ketts, amelyik ugyanannak a tartoméanynak a belsejében talalhatod (8.
dbra). Erre a két pontra pedig az AOB sz0g kisebb, mint 60°.

Megjegyzések. 1. A két megoldas kapcsolata jol lathatod, a masodik jelentése mintegy értelmezi az elsé fliggvényének
a viselkedését, az ott kapott eredmények a geometriai megkozelitésben értheték meg. A feladat persze korrekt moédon
oldhatd meg az elsé megoldas modszerével, legfeljebb az az érzésiink, hogy egy s6tét szobaban kerestiik a kijaratot a
falak mentén tapogatva — és meg is talaltuk —, mig a masodik megoldasban elGszor a lampét kapcsoltuk fel. Ez mindig
latvanyos, de jo tudni, hogy akkor sem kell kétségbe esni, ha nem talaljuk a kapcsolot.

2. A masodik megoldas 6tletéhez az a(1;a) és b(1;b) vektorok skalarszorzata, 1 + ab, illetve a definiciobol adodo

cosp = alak felismerése kozvetleniil is elvezethet, egyuttal ramutathatunk a feladat lehetséges eredetére.
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