El6szor bebizonyitjuk, hogy tetszéleges = esetén f(x) < 1. Tegyiik fel, hogy valamely z-re f(z) > 1. Ehhez
talalhatunk olyan pozitiv y-t, amelyre yf(z) = z + y: ez a szam az y =
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a1 Behelyettesitve ezeket az értékeket

f(z)
f@) fle+y) = fa)f(yf(@) = flz+y),

amib6l f(z) =1, ez pedig ellentmondaés.

Az (1) egyenletben az f(y f (x)) tényez6 minden esetben legfeljebb 1; ebbdl kovetkezik, hogy tetszéleges x,y sza-
mokra f(z +y) < f(x), vagyis az f fliggvény monoton fogy.

Most megmutatjuk, hogy a fliggvény vagy konstans 1, vagy pedig minden értéke kisebb 1-nél. Ha valamely x > 0-ra
f(z) =1, akkor az egyenletbdl f(2z) = f(z + z) = f(a)f(xf(z)) = 1. Ezt a lépést ismételgetve kapjuk, hogy f(4x),
f(8z), ...mindegyike 1. A monotonitas miatt az ezeknél kisebb helyeken is csak 1 lehet a fliggvény értéke. Ha tehat
a fiiggvény legalabb egyszer felveszi az 1-et, akkor konstans 1.

A konstans 1 fliggvényre teljesiil az (1) fiiggvényegyenlet. A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, ha f mindegyik
értéke kisebb 1-nél. Az ilyen fiiggvényekre az el6bbi mdédon kapjuk, hogy szigortan monoton fogynak, és igy kolcsonosen

egyértelmiek.

1—a
t

t
Legyen f(1) = a; tetsz6leges t > 0 esetén helyettesitsiik be (1)-be azz =1,y = —, illetve x = ¢, y = 1+
a

szamokat; ezek Osszege egyenld, igy (1) felhasznalasaval:

f(t)-vel osztva kapjuk, hogy

és mivel f kolesondsen egyértelmii,
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Bevezetve a b = -—a jelolést, f(t) = ahol b > 0. Behelyettesitéssel ellenérizhets, hogy az ilyen alaku
a
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fiiggvények is megoldasok. A b = 0 elfajulo eset a konstans 1 fiiggvényt adja. Az Gsszes megoldas tehat:
1

ahol b > 0.



