Tetsz6leges n nemnegativ egész szdmra legyen u,, és v,, az a két nemnegativ egész, amelyre (2 + \/§) = uptv,V3.
Mivel v/3 irraciondlis, ez a felirds egyértelmii.
Mivel 0 < (2 — V3)" < 2 és

Crv®" . rvE)2-VE)"_ (2+VA)

+1,
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az [5 (2 + \/§) —‘ alakt szamok éppen az ug, u1, ... sorozat elemei. A feladat tehat olyan polinom felirdsa, amelynek

pozitiv értékei az ug, u1,... szimok.
Megmutatjuk, hogy az

(1) =3y’ =1
diofantikus egyenlet megoldésai a (fu,, £v,) alaka szamparok.

Mivel (2 + \/§) (2 - \/§) =1, tetszGleges n-re

ufl —30721 = (un+vn\/§) (un —vn\/§> = (2+\/§)n (2— \/g)n =1,

vagyis az (un, v,) alakt szamparok valoban megoldasai (1)-nek.

A megforditashoz elég igazolni, hogy ha z, y nemnegativ egészek és az (z, y) szampar megoldas, akkor x + yV3 =
(2 + v/3)" valamilyen n nemnegativ egész szamra.

Legyen n az a nemnegativ egész szam, amelyre

(2) (2+x/§)n§x+y\/§<(2+\/§)n+l.

Ilyen létezik, mert (1) miatt « és y nem lehet egyszerre 0, és ezért = 4+ yv/3 > 1.
Osszuk el a (2) egyenl6tlenséget (2 + \/§> -nel:

x+y\/§
(3) 1§7(2+\/§)n<2+\/§,

ugyanakkor

(4) % = (2 - \/§>n (w + y\/§> = (un — vn\/§> (w + y\/§> == (Unt — 30,y) + (Uny — Vo) V3.

Legyen U = unx — 3v,y és V = u,y — vpy. Ekkor (3) és (4) szerint

(5) 1<U+VV3<2+V3
és
(6) U? = 3V? = (un® — 30,9)* — 3(uny — vo2)* = (u2 — 302)(2* = 3y*) =1-1=1.

(6)-ot elosztva (5)-tel
2-V3<U-VV3<1

Ezt (5)-hoz hozzaadva és 2-vel osztva

3-3 3+/3
2\f<U< +2f,

vagyis U = 1 vagy U = 2. Az els6 esetben (6) alapjan V =0, U + V3 =1 és u + vV/3 = (2 + \/§) . A masodik

1
esetben (5) alapjan 5 <V < 0, ami nem lehetséges.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az (1) egyenlet megoldasai a (tu,,, +v,) alaka szampérok.
Tekintsiik most a kévetkez6 polinomot:

Pz, y) =2 — (2* + 1) (w2—3y2—1)2.

Megmutatjuk, hogy ennek nemnegativ értékei pontosan az ug, u1,... szamok.
Tetszoleges n nemnegativ egészre, mivel u2 — 3v2 — 1 = 0, P(uy, vn) = un. A P polinom értékkeészletében tehat
szerepelnek az ug, uq, ... szamok.



Ha az x, y egész szamokra 2% — 3y* — 1 # 0, akkor
Pz, y)<z— (2 +1) <0.

Ha viszont 2° — 3y?> — 1 = 0, akkor a segédtétel miatt © = u, vagy © = —u, valamilyen n-re. Az elsG esetben
P(z, y) = un, a masodik esetben P(z, y) < 0.

A P polinom tehat megfeleld.
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