Az a és b egymashoz relativ primek, hiszen pl. az a oszt6ja a b-hez relativ prim (b + b+ 1)-nek. Igy az egyetlen
olyan megoldas, amelyre a = b, az a = b = 1. Tegyiik fel ezutan, hogy a < b, és ab™ =b> +b+1,ba” =a’+a + 1.

Ekkor bb* > ab™ = 0% + b+ 1 > b(b+ 1) miatt b" > b, hasonléan (a +1)a” <ba~ =a’+a+1< (a+1)(a+1)
szerint a~ < a, és igy — mivel a~ osztdja az a-hoz relativ prim (a2 +a+1)nek —a” <avagya  =a=1.

Megmutatjuk, hogy a, b-hez hasonléan az a™, a és a b, b™ parok is eleget tesznek a feladat feltételeinek. Nyilvan
a” | ba” = a?+a+1ésbt | ab™ = b2 + b+ 1. Mivel a és b egymashoz relativ primek, elég igazolni, hogy

alb®(@ ) +a +1) e b|a®((bT)2+bT +1).
Az els6 oszthatosag igazolasahoz hasznaljuk ba™ = a® + a + 1-et:
V(a2 +a +1)=(a*+a+1)?+b@*+a+1)+b*=ar+ (1+b+0b?),

és ez valoban oszthatd a-val; hasonléan lathatjuk be a masodik oszthatésag teljesiilését is.
Tehat az a < b megoldasbol ,Jefele” és  felfele” is tovabb lépve megkaphatjuk az a~ < a < b < b sorozatot, amely-

nek barmely két szomszédos eleme megoldas, és ezt ugyanigy folytathatjuk tovabb, mindkét iranyban. Eszrevehetjiik,

V¥ +b+1
hogy a sorozatot barmelyik két szomszédos eleme mar meghatarozza, hiszen b = —————-hoz hasonléan példaul
a

b:a2+f+1.

Vizsgaljuk meg, hova jutunk, ha a < b-b6l indulva a sorozatot ,lefelé” folytatjuk, ameddig csak lehetséges. Legyen
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= 13 stb.; az a, b

2?4 x; +1
Ti—1
rekurzio definial. Ennek a sorozatnak barmely két szomszédos eleme valéban megoldast ad, hiszen az (1, 3) par

megoldas.

par tehat két szomszédos eleme annak az x; < x9 < ... sorozatnak, amelyet az z; =1, zo = 3, z;41 =

Megjegyzések. 1. A megoldés otlete a kovetkezs gondolatbol szarmazik.
Ha az (a, b) szampar megoldas, akkor az a® +a + (b> +b+ 1) = (a® + a + 1) + b* 4 b szam oszthato a-val és b-val.
Mivel a és b relativ primek, ab-vel is oszthato, vagyis egy megfelel6 K pozitiv egésszel

(1) a®+b +a+b+1=Kab.

Ennek a megforditasa is igaz, ha az a, b, K porzitiv egészekre (1) teljesiil, akkor a® + a 4 1 oszthato6 b-vel és b* +b+ 1
oszthat6 a-val.
Tekintsiik most a
2= (Kb—1t+0*+b+1)=0

masodfoku egyenletet. Ennek egyik gyoke t; = a. A masik gyoke a Viéta-formulak alapjin

P rb+1

to =(Kb—1) —
2 = ( )—a "

Az els6 felirasbol latszik, hogy to egész szam, a mésodikbodl pedig, hogy pozitiv.

2. Az el6bbi lépés tobbszori megismétlésével az (1) egyenlet tetszéleges (a, b, K) megoldasabol tovabbi megolda-
sokat allithatunk el6. Konnyt meggondolni, hogy kell§ szamu lépést megtéve eljuthatunk az (1, 1, K) megoldashoz.
Ebbdl kovetkezik, hogy csak K = 5 lehetséges, és az (x,) sorozatot az

(2) To=x1 =1, Tpi1=5Ty—Typ_1—1

rekurzioval is definialhatjuk.
3. A (2) a rekurziobol x, explicit alakban is felirhato:
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