A feladat allitasat hurokél és tobbszoros él nélkiili grafokra, un. egyszerd grafokra bizonyitjuk. (Hurokél minden
szinezésnél egyszint korhoz vezetne, és egy négy éllel 6sszekotott pontpar esetén mér szintén keletkeznék kor.)

Sziikségiink lesz a sikra rajzolhatd grafok két ismert tulajdonsagéara (ezek bizonyitasaval kapcsolatban lasd meg-
jegyzéseinket):

1) Sikra rajzolhato grafban nem lehet teljes 6tszog, azaz 6t olyan pont, amelyek koziil barmely kett6t él kot Ossze.

2) Tetsz6leges sikra rajzolhato graf tartalmaz legfeljebb 5-6dfokt pontot, azaz olyan pontot, amelybdl legfeljebb 5 él
indul ki.

Az allitast a pontok szama szerinti indukcioval bizonyitjuk. 1, 2 és 3 pontu grafokra az allitas trividlis. Tegyiik fel,
hogy az allitas igaz n cstucsu grafokra, és tekintsiink egy tetszéleges n + 1 cstcst sikra rajzolhatd grafot. Ennek létezik
legfeljebb 5-6dfoku pontja, legyen P egy ilyen pont. A P pont foka szerint harom esetet kiilonboztetiink meg.

L. eset: P legfeljebb 3-adfoki. Hagyjuk el P-t a bel6le indul6 élekkel egyiitt. A megmaradé G’ graf tovabbra is
sikra rajzolhato, és az indukcios feltétel szerint jol szinezhetd, azaz nem lesz benne egyszinid kor. Ezutan G egy
jo szinezéséhez a P-bdl induld éleket szinezziik kiilonbozére. Egyszint kor G'-ben nincs, és a P-n atmend korok is
tartalmaznak két P-bél indulo, kiilonbozé szind élt, a kapott szinezés tehat jo.

IT. eset: P 4-edfokiu. Legyenek a P-vel 0sszekotott pontok A, B, C és D. Ezek kozott van ketté — mondjuk A
és B —, amelyek kozott nincs él, mert P-vel egyiitt nem alkothatnak teljes 6tszoget. Hagyjuk el a P pontot a beléle
kiindul6 élekkel egyiitt, és huzzuk be az AB élt (Ez lehetséges, pl. az eredeti AP, PB élekhez elég kozel, 1d. 8. dbra).
A keletkez6 G’ grafot szinezziik jol. Tegyiik fel, hogy az AB él az l-es szint kapta. Ezutan szinezziik G-ben az AP,
PB éleket az 1-es szinnel, PC-t és PD-t pedig a 2-es és a 3-as szinnel. A G’ j6 szinezése miatt egyszint kor csak
P-n keresztiil haladhatna, és csak a P-b6l kiindulo két egyszini élen, AP-n és PB-n keresztiil. Akkor azonban G’ is
tartalmazna 1-es szind kort az AB élen keresztiil.

III. eset: P otodfoki. Legyenek a P-bél kiindulo élek a koriiljaras sorrendjében PA, PB, PC, PD és PE. Ha az
AB, BC, CD, DFE és EA élek valamelyike nem szerepelne G-ben, akkor huzzuk be. (Ez lehetséges, mert példaul ha
AB nem szerepel, akkor az A és B pontokat 0sszekothetjiik az AP és PB élekhez elég kozel.) Ha ezt a bdvitett grafot
jol szinezziik, az az eredeti grafnak is egy jo szinezését adja. A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy az AB, BC, CD,
DE és EA élek szerepelnek a grafban.

Ezutan megmutatjuk, hogy a P és a bel6le indul6 élek elhagyasa utén az ABCDE 6tszognek meghtuzhato két, egy
cstucsbol induld atloja. Ha egyik atlo sem szerepel G-ben, akkor behuzhatjuk AC-t és AD-t az AP és PC, illetve AP
és PD élekhez elég kozel. Az 1j élek csak a PB és PFE élt metszik, igy a keletkez6 G’ graf sikra rajzolhat6. Ha példaul
a BE él szerepel G-ben, akkor a BEP haromszog elvalasztja A-t C-t6l és D-t6l, igy G-ben nem szerepelhet sem az
AC, sem az AD él. Huzzuk meg ezeket az el6bbi modon, majd hagyjuk el P-t a bel6le indul6 élekkel egyiitt, igy most
is sikra rajzolhaté G’ grafot kapunk, mert az 6j élek csak PB-t és PE-t metszik. Az indukcios feltevés szerint G’ jol
szinezhetd (9. dbra).

Szinezziik jol a G’ grafot. Ha a szinezésben AC és AD ugyanolyan, mondjuk 1-es szint, akkor G-nek a G’-ben is
szerepl élei szinét megtartva szinezziik az AP, CP és DP éleket 1-es szinnel, a BP és EP éleket 2-es, illetve 3-as
szinnel (10. d@bra). Ha az igy kapott grafban van egyszintd kor, akkor az ismét csak 1-es szint lehet, P-n keresztiil halad
az AP és PC, az AP és PD vagy pedig a CP és PD éleken keresztiil. Ezekben az esetekben viszont G’ is tartalmaz
egyszind kort az AC, az AD, illetve a C A és AD éleken keresztiil. A tovabbiakban ezért feltessziik, hogy AC és AD
szine kiilonboz6: 1-es, illetve 2-es.

Hagyjuk el az AC és AD atlokat, és vizsgaljuk meg, hogy az Otszog csucspéarjai milyen szind utakkal kothetsk
Ossze. Ha létezik két olyan csicspar: X, Y és U, V, amelyek koziil X és Y nem koéthets 6ssze 1-es, U és V par pedig
nem kothets Ossze 2-es szinnel, akkor szinezziik ki PX-et és PY-t 1-es szinnel, PU-t és PV -t 2-es szinnel, a P-bdl
kiindul6 6t6dik élt pedig 3-as szinnel (11. dbra). Ezzel a G graf egy jo szinezését kapjuk.

Mivel az AC' €l 1-es szinti volt, A és C nem kothets Ossze 1-es szinnel; hasonloképpen A és D nem kdthets Ossze 2-es
szinnel. Ha a B, D, E cstcsok koziil valamelyik ketté nem kothets Gssze 2-es szinnel, akkor azt a kett6t U, V-nek, A,
C-t pedig X, Y-nak valasztva, az el6bbiek szerint G-nek egy jo szinezését nyerjiik. Ha viszont B, D és F 0sszekothetd
2-es szinnel, akkor A nem kothets 6ssze B-vel és E-vel 2-es szind uton, mert akkor A és D is 6sszekGthetd lenne 2-es
szinnel. Hasonloképpen feltehetjiik, hogy a B, C' és F csticsok GsszekdthetSk 1-es szinnel, mig az A csiics nem kothetd
Ossze a B és E csucsokkal 1-es szind uton sem (12. dbra).

Az A csics tehat nem kothets Ossze a B, és E csicsokkal sem 1-es, sem 2-es szinti tton. Ebbdl kovetkezik, hogy
az AB és AFE élek szine 3-as, és az A, B, F csucsok kozott csak ezek az élek alkotnak 3-as szinii utat. Szinezziik at
AB-t 1-esre, AE-t pedig 2-esre. Ezzel a valtoztatassal nem keletkezhet egyszini kor. Ezutén szinezziik ki a PA, PB
és PE éleket 3-asra, a PC és PD eleket pedig 1-esre, illetve 2-esre (13. dbra). Ha lenne egyszint kor, akkor az csak
P-n keresztiil haladhatna, és csak 3-as szind lehetne, és azt jelentené, hogy az A, B és E csucsok koziil valamelyik
ketts kozott még egy 3-as szind ut halad, ami ellentmondaés.

Ezzel minden n 4 1 cstcst grafra igazoltuk az allitast.

Megjegyzések. 1. Az, hogy a teljes 6tszog nem sikra rajzolhatd, példaul a kdvetkez6képpen mutathaté meg: Kossiik
Ossze a pontokat valamilyen sorrendben egyméast nem metsz6 élekkel. A keletkezs 6tszog belsejében is, rajta kiviil is
csak két-két pontpart kothet Gssze él, ezek a megmarado csucspart elvalasztjak egymastol (14. dbra).



2. Sikra rajzolhato grafok a sikot lapokra bontjak, ezekhez hozzavéve a grafon kiviili tartomat is. Ha a graf
Osszefiiggs, akkor a lapok [, az élek é és a csticsok ¢ szama kozott fennall az Euler-féle | — é 4+ ¢ = 2 Osszefiiggés. Ha a
csucsok szama legaldbb 3, akkor egy lapnak legaldbb 3 oldala van, mésrészt minden él két lapnak oldala, igy 31 < 2é.
Ezt az Euler-tételbe helyettesitve az é < 3¢ — 6 egyenl6tlenség adodik. Ha minden cstics legalabb 6-odfoku lenne, akkor
— mivel minden él két csticshoz tartozik —, é > ¢ teljesiilne.

3. Konnyen igazolhatd, hogy ha egy k csticst graf nem tartalmaz kort, akkor legfeljebb k& — 1 éle van. Ha azt
vizsgaljuk, hogy egy tetszbleges G graf élei mikor szinezheték ki 3 szinnel gy, hogy ne legyen benne egyszind kor,
akkor sziikséges, hogy tetsz6leges k pozitiv egészre G barmely k cstcsa kozott legfeljebb 3k — 3 él haladjon. Ez a
feltétel gyengébb, mint a sikra rajzolhatosag, és be lehet bizonyitani, hogy nemcsak sziikséges, hanem elégséges is.
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