Mutatunk egy ilyen polinomot. Azt allitjuk, hogy az
flz,y, 2)=(@+y+2)(—z+y+2)(z—y+2)(z+y—2z)== 202y? 4+ 22222 + 29222 — 2t —yt — 24(1)

polinom megfeleld.

Tobbek kozott a polinom masodik alakjabol is lathato, hogy értéke nem fligg x, y, z elGjelétsl, hanem csak abszolut
értekeiktol. Elég tehat azt igazolni, hogy egy nemnegativ z, y, z szdmharmasra f(x, y, z) pontosan akkor pozitiv, ha
az x, y, z hossziisagu szakaszokbol haromszog szerkeszthets.

Ha z, y, z egy haromszog oldalai, akkor egyikiik sem lehet 0, ezért (1)-ben az x4y + 2z tényezs pozitiv, a haromszog-
egyenl6tlenség szerint pedig a tobbi harom tényezs is; emiatt f(x, y, z) > 0.

Megforditva, ha f(z, y, z) > 0, akkor azt kell igazolnunk, hogy z, y, z egyike sem 0, és teljesiil mindharom
haromszog-egyenlStlenség. Mivel f szimmetrikus a hdrom valtozora, feltehetjiik, hogy 0 < z < y < z. Ebben az esetben
x+y+z >0, —z+y+z > 0ésx—y+2z > 0 trividlisan teljesiil, a négy tényez6 koziil legfeljebb csak x+y—z lehetne nega-
tiv. Mivel f(z, y, 2z) > 0, ez azt jelenti, hogy mind a négy tényezs pozitiv, vagyis a haromszog-egyenl6tlenségek teljesiil-
nek. Ennek egyik kovetkezménye, hogy
x>z +y—z >0 miatt x, y, z mindegyike pozitiv.

Megjegyzés. A Héron-képletben a négyzetgyok alatti kifejezés lényegében az f polinom:

t=1+/s(s —a)(s —b)(s —c) = 11—6f(a, b, ¢).

Nem nehéz bebizonyitani, hogy konstans szorzétol eltekintve ez az egyetlen negyedfokt polinom, amely a feladat
feltételeinek eleget tesz.



