Megmutatjuk, hogy végtelen sok ilyen n létezik.

Legyen tetsz6leges pozitiv egész k-ra fi az a polinom, amelynek gyokei a primitiv k-adik komplex egységgyokok,
féegyiitthatoja pedig 1. (Ezt a polinomot hivjdk a k-adik korosztasi polinomnak. Az fi(z) polinomot x — 1-nek
definialjuk.)

Az fj polinomoknak két fontos tulajdonsagara lesz sziikségiink:

(1) fr egész egyiitthatos;

(2) Tetszoleges k pozitiv egészre H fa(z) = 2F — 1.
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El6szor a (2) tulajdonsagot bizonyitjuk. Mindkét oldalon a polinomok f6egyiitthatoja 1, ezért elég azt igazolnunk,
hogy ugyanazok a gyokeik is. A jobb oldalon all6 z¥ — 1 polinom gyokei a k-adik komplex egységgyokok (mindegyik
egyszeres gyok). Tekintsiink egy ¢ n-edik egységgyokot. Azt kell belatnunk, hogy ¢ a bal oldalon szerepls tényezsk
kozil pontosan egynek gyoke. Az fi polinomok definicigja szerint egyetlenegy olyan d pozitiv egész létezik, amelyre
e gyoke fgnek: a legkisebb olyan szam, amelyre ¢ = 1. Konnyt meggondolni, hogy azok az m szamok, amelyekre
g™ =1, d tobbszorosei; specidlisan n tobbszordse d-nek. Az fy polinom tehat szerepel (2) bal oldalan.

Az (1) tulajdonsagot teljes indukcioval igazolhatjuk, a (2) tulajdonsag felhasznalasaval. k = 1-re az allitas igaz. Ha
fi, -+, fr—1 mind egész egyiitthatos, akkor (2) alapjan
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A szamlalo és a nevezl is egész egylitthatos, tovabba a nevezd fGegyiitthatoja 1. EbbSl a jol ismert polinomosztasi
algoritmus alapjan kovetkezik, hogy a két polinom hanyadosa, fi(z) is egész egyiitthatos.
Keressiik ezutan az n szdmot q1q2 . .. qs alakban, ahol g1, ¢o, ..., ¢s az els6 s darab 1997-nél nagyobb primszam.
A (2) tulajdonsag szerint
2" — 1 =[] fa2),
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és az (1) tulajdonsag miatt a jobb oldalon mindegyik tényez6 egész. Ha mindegyik abszolut értéke kisebb lenne 27097 -
nél, kész volnank.
Ha d egy valdédi osztdja n-nek, azaz d < n, akkor 29 — 1 = Hf5(2), emiatt fq(2) osztdja 24 — 1-nek, ezért
sld
|fa(2)] < 2% — 1 < 2797,
Azt kell tehat csak megvizsgalnunk, hogy |f,(2)| < 279 teljesiil-e. Legyenek az n-edik primitiv egységgyokok &1,
€2, ++ 5 Eg(n)- Ekkor
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Ha sikeriilne n-et tgy vélasztani, hogy 3°("™) < 27857 | azaz #(n) < teljesiiljon, kész volnénk.
n 1997 - log, 3

A p fiiggveény egy jol ismert felirasa szerint (lasd pl. Szalay Mihdly: Szamelmélet, 117. old.)
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Az is ismert (ugyanott, 153. old.), hogy tetsz6leges x > 2 valos szamra
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(A szorzat az z-nél nem nagyobb primszamokon fut végig.) Ezt © = ¢,-re alkalmazva
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Ebbdl 1atszik, hogy s-et elég nagynak valasztva —— tetszblegesen kicsivé tehetd.
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