I. megoldas. Tetsz6leges k > 2 egész szamhoz konstrualunk olyan Py (x,y, z) polinomot, amelyre

(1) Py (th th ¢ 4 17 2) = ¢,
Ez k = 1993 esetén bizonyitja az allitast.
Legyen
Po(z,y,2) =2z — 2y +2y® — ...+ (=1)F 2% 72 — (1) 22k =
z (1 —y+yP— .+ (—1)k72yk72) - (—l)kfzxk;
ekkor

Pk(tk,tk+l,t—|— tk+2) _
_ t(l + thrl) (1 _ thrl + (tk+1)2 _ (tk+1)3 4+ (_1)k72(tk+1)k72) _ (_1)k72tk2 _
—¢ (1 + (_1)k72(tk+1)k71) _ (_1)k72tk2 —t+ (_1)k72t(k+1)(k71)+1 _ (_1)k72tk2 — ¢
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II. megoldas. Legyenek «, 8, v 1-nél nagyobb egészek, és legyenek « és [ relativ primek. Bebizonyitjuk, hogy
létezik olyan P(x,y, z) polinom, amelyre
P tP t+17) =t.

Nevezziink egy f(¢) polinomot elallithatonak, ha létezik hozzéa olyan Py(z,y, z) polinom, amelyre Py (>, %t +
t7) = f(t) teljesiil. A kovetkezdket allitjuk:

A) Ha k > af3 egész szam, akkor t* elallithato;

B) Ha k pozitiv egész és thHL k2 k43 mindegyike elsallithato, akkor t* is elGallithato.

Ezekbdl kovetkezik, hogy a ¢ polinom is elGallithato.

Az A) allitas bizonyitasa. Megmutatjuk, hogy k£ > af esetén léteznek olyan 4, j nemnegativ egész szamok, amelyekre
kk: ioc + jB3. Ebbol allitasunk kovetkezik, mert t* = /298 = (t)1(¢%)7 | vagyis a P(z,y,z) = 'y’ polinom elallitja
t"-t.

Legyen tehat & > «af és tekintsiik a 3,20, ..., a8 egészeket. Mivel a és S relativ primek, ezek a szamok teljes
maradékrendszert alkotnak modulo «a. Ezért létezik egy olyan 1 < j < a egész, amelyre k = j8 mod «, vagyis k —jf3
oszthato a-val; létezik egy olyan i egész szam, amelyre k—j5 = ia. Mivel k > af3, ia = k—j5 > 0, tehat ¢ nemnegativ.

(A gondolatmenet kis modositasaval bizonyithato, hogy mar k > (o —1)(8 — 1) esetén is mindig léteznek megfelels
i, J nemnegativ egészek.)

A B) allitas bizonyitasa. A binomialis tétel szerint

k k k k
Nk — k k—1+~ k—2+42v kv
(t+17) <O>t +<1)t +<2)t +...+<k>t .

Ebben a polinomban az els§ tag a kivant t*, a tobbi pedig mind legalabb k 4+ v — 1 > (k + 1)-edfokid. Legyen minden
n > k-ra P,(z,y, z) az a polinom, amely elgallitja t"-t; ekkor

k
k
I EIULEDY (Z.>sz-+m(t“,tﬂ,t+t”),
=1

vagyis
k
P(xy, - Z()Pk H—mev)
=1
valasztassal
P (t*, 6%t +17) = tF.

Ezzel az A) és a B) allitast is igazoltuk.
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