
I. megoldás. Tetsz®leges k ≥ 2 egész számhoz konstruálunk olyan Pk(x, y, z) polinomot, amelyre

(1) Pk(t
k, tk+1, t+ tk+2) = t.

Ez k = 1993 esetén bizonyítja az állítást.

Legyen

Pk(x, y, z) = z − zy + zy2 − . . .+ (−1)k−2zyk−2
− (−1)k−2xk =

= z
(

1− y + y2 − . . .+ (−1)k−2yk−2
)

− (−1)k−2xk;

ekkor

Pk(t
k, tk+1, t+ tk+2) =

= t(1 + tk+1)
(

1− tk+1 + (tk+1)2 − (tk+1)3 +−. . .+ (−1)k−2(tk+1)k−2
)

− (−1)k−2tk
2

=

= t
(

1 + (−1)k−2(tk+1)k−1
)

− (−1)k−2tk
2

= t+ (−1)k−2t(k+1)(k−1)+1
− (−1)k−2tk

2

= t.
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II. megoldás. Legyenek α, β, γ 1-nél nagyobb egészek, és legyenek α és β relatív prímek. Bebizonyítjuk, hogy

létezik olyan P (x, y, z) polinom, amelyre

P (tα, tβ , t+ tγ) = t.

Nevezzünk egy f(t) polinomot el®állíthatónak, ha létezik hozzá olyan Pf (x, y, z) polinom, amelyre Pf (t
α, tβ , t +

tγ) = f(t) teljesül. A következ®ket állítjuk:

A) Ha k ≥ αβ egész szám, akkor tk el®állítható;

B) Ha k pozitív egész és tk+1
, tk+2

, tk+3
, . . . mindegyike el®állítható, akkor tk is el®állítható.

Ezekb®l következik, hogy a t polinom is el®állítható.

Az A) állítás bizonyítása. Megmutatjuk, hogy k ≥ αβ esetén léteznek olyan i, j nemnegatív egész számok, amelyekre

k = iα+ jβ. Ebb®l állításunk következik, mert tk = tiα+jβ = (tα)i(tβ)j , vagyis a P (x, y, z) = xiyj polinom el®állítja

tk-t.

Legyen tehát k ≥ αβ és tekintsük a β, 2β, . . ., αβ egészeket. Mivel α és β relatív prímek, ezek a számok teljes

maradékrendszert alkotnak modulo α. Ezért létezik egy olyan 1 ≤ j ≤ α egész, amelyre k ≡ jβ mod α, vagyis k− jβ

osztható α-val; létezik egy olyan i egész szám, amelyre k−jβ = iα. Mivel k ≥ αβ, iα = k−jβ ≥ 0, tehát i nemnegatív.

(A gondolatmenet kis módosításával bizonyítható, hogy már k ≥ (α− 1)(β− 1) esetén is mindig léteznek megfelel®

i, j nemnegatív egészek.)

A B) állítás bizonyítása. A binomiális tétel szerint

(t+ tγ)k =

(

k

0

)

tk +

(

k

1

)

tk−1+γ +

(

k

2

)

tk−2+2γ + . . .+

(

k

k

)

tkγ .

Ebben a polinomban az els® tag a kívánt tk, a többi pedig mind legalább k + γ − 1 ≥ (k + 1)-edfokú. Legyen minden

n ≥ k-ra Pn(x, y, z) az a polinom, amely el®állítja tn-t; ekkor

tk = (t+ tγ)k −

k
∑

i=1

(

k

i

)

Pk−i+iγ (t
α, tβ , t+ tγ),

vagyis

Pk(x, y, z) = zk −

k
∑

i=1

(

k

i

)

Pk−i+iγ (x, y, z)

választással

Pk(t
α, tβ , t+ tγ) = tk.

Ezzel az A) és a B) állítást is igazoltuk.
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