I. megoldas. Legyenek n paratlan primosztéi: q1 < --- < gs; ha az n 2-hatvany, akkor s = 0. Jelolje ¢t a legnagyobb
olyan egész szamot, amelyre

2 [ (@1 = 1) (gs = 1).
A ¢ fiiggvény értékét szolgaltatd képlet szerint ekkor

2 [ (g —=1)--- (s — 1) [ o(n),

a ¢; primek paratlan volta miatt pedig ¢t > s. Igy
22" _ 1|29 _ 1,

és itt a bal oldalon &ll6 0szt6 az egyméshoz paronkent relativ prim 22 +1, 22 +1, ..., 22" + 1 (paratlan) szamok
szorzata.

Ha t > s, akkor az el6bbi ¢ darab szam kozott van olyan, amelyik relativ prim n-hez.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy ¢ = s; ekkor mindegyik g; 4-gyel osztva 3-at ad maradékul. Tételezziik fel tovabba,
hogy, a feladat éllitasaval ellentétben, 2#(") _ 1 minden primosztoja a ¢; primek koziil keriil ki. Ekkor sziikségképpen
G = 227" 11 (1 <i<s),igy viszont s < 1, hiszen ¢ > 2 esetén 227 p1=1 (mod 4). Ez azt jelenti, hogy az n
szam 2°3° alaki. Ha 8 = 0, akkor a > 3 miatt 3 = 22 — 1 valodi (6s n-hez relativ prim) osztéja 22"  —1 =29(") — 1
nek, ellentmondas. Ha 8 = 1, akkor o > 2 miatt 5 | 92 1 | 2#(") _ 1, ellentmondas. Ha pedig 8 > 2, akkor
7=2%-1| 2¢(m) _ 1, ugyancsak ellentmondas.

Megjegyzés. Tobb megoldo is ugy fejezte be a bizonyitast, hogy felhasznélta 22" 41 osszetettségét (1d. pl. Szalay
Mihaly: Szamelemélet, 65. old.).

II. megoldas. Konnyen lathatd, hogy elegendd a feladatot paratlan n-re megoldani; azért a tovabbiakban fel-

tessziik, hogy n paratlan. Ha n = p* primhatvany, akkor ¢(n) = p* — p*~! szerint

9v(n) _ 1 — (2(10’“*%’“)/2 _ 1) (2(1”“?’“71)/2 + 1) :

E két tényez6 nem lehet egyszerre p-vel oszthato, hiszen a kiilonbségiik 2. Feltehet tehat, hogy n = ab, ahol a és

b 1-nél nagyobb, egymashoz relativ prim egészek. Ekkor ¢o(n) = p(a) - ¢(b), és o(a), valamint ¢(b) paros. Igy @

oszthatd p(a)-val és ¢(b)-vel, kovetkezésképpen

e(n)
2
3

20 1275 —1
20 _ 1| 2% _ 1.

Az Euler—Fermat tétel szerint

al2¢® —1|2% _ 1,
@(n)

b|2e® —1 |25 —1,

e(n)

igy, mivel (a,b) =1, n | 272

(n)
— 1. Tehat, ha p tetsz6leges primosztoja 277 + 1-nek, akkor p nem oszthatja a 2-vel

kisebb 255 1 szamot, igy n-et sem.
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