I. megoldas. Jeloljiik — az egyszertiség kedvéért — az a;-k szorzatat p-vel.
Az (1) bal oldalan all6 tényezdket a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség segitségével becsiiljiik alulrol
a kovetkezd moddon:

1 1-a} (+a)(1—a) (a1 +az+---+apta)(a+---+ai1+aip +---+an) (n+1) »yp-ai-(n-
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Ha ezt minden i-re elvégezziik, és a kapott becsléseket Gsszeszorozzuk, éppen a bizonyitandé allitast kapjuk:

(%_1)””(%_1) - ()Y (=)0 E ) e - ) ) eyar

2 2
ay ay

a;
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ITI. megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas hamis. Legyen (ay,...,a,) egy olyan szam n-es, amelyre

(2) <%—1)~...-<%—1)<(n2—1)”,

1 1

ugyanakkor az a;-k kozott maximalis szamu — szerepel. Nyilvan nem lehet mindegyikiik —, mert akkor egyenl&ség
n n

allna fenn. (Ebbdl az is kovetkezik, hogy n > 2.)
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Az a;-k atlaga —, ezért van koztiik —-nél nagyobb és kisebb is. Mivel (2) szimmetrikus az a;-kre, feltehetjiik, hogy
n n

1
a; > — ésag < —.
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Tekintsiik most a by = a1 +as — —, by = —, bs = as, ..., b, = a, szdm n-est, vagyis valtoztassuk meg a;-et és
n n
1
as-t Ggy, hogy egyik helyett —-et irunk, a masik helyett pedig tgy valasztunk 4j értéket, hogy a szdmok Osszege ne
n
1 1
valtozzek. Ezek a szamok pozitivak (a; > — miatt by > a2), az Osszegiik tovabbra is 1, viszont az — tobbszor szerepel
n
kozottiik, mint az a;-k k6z6tt. Az a;-k extremalis valasztasa alapjan tehét

() G () e

Most bebizonyitjuk, hogy

G ()= G)G-)

Ez — mivel a (2) és (3) bal oldalan allo tényezsk pozitivak —, ellentmondés.
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itt pedig az els6 tényezs pozitiv, a méasodik negativ. Ha az ajas < b1by egyenlGtlenséget megszorozzuk (1 — by — be) =
(1 — a1 — az)-vel (ez nemnegativ, mert a3 +as < ay +- -+ a, = 1; mivel 0 is lehet, meg kell engedniink az egyenléséget
is), tovabba hozzaadunk ajasbibe-t:

a1a2(1 — b — bz) + ajazbiby < b1b2(1 —a) — CLQ) + ajasbibo,
alag(l — bl)(l — bz) S blbg(l — al)(l — az).

Ha most osztunk aqasbybs-vel, a kdvetkezot kapjuk:
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Ezutan — az el¢bbiekhez hasonldéan — az ajas < bibs egyenlStlenséget szorozzuk meg (1 + b1 + be) = (1 + a1 + az2)-vel,
adjunk hozza ajasbibe-t, majd osszunk le ugyanennyivel:

araz(l + by + b2) + arazbibe < biba(1 + a1 + az) + ajazbiba,
alag(l + bl)(l + b2) < b1b2(1 + al)(l + CLQ),
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Ha ezt (5)-tel megszorozzuk (az (5) mindkét oldala pozitiv, hiszen 0 < a1, as, b1, ba < 1), éppen (4)-et kapjuk.
Braun Gdbor (Budapest, Szent Istvan Gimn., I. 0.t.)
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Megjegyzés. A In (—2 — 1) fliggvény a (O, ) intervallumban konvex. Ha mindegyik a; ebben az intervallumban
x
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helyezkedik el, akkor a Jensen-egyenl&tlenség szerint

1n(;12—1>+---+1n(ai2—1)
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" 21H<m—1>—ln(n —1),

n

ami pontosan a bizonyitandé allitds. Ennek a gondolatnak kis moédositasaval a feladatot vissza lehet vezetni arra az
esetre, amikor az a;-k kozott legalabb n — 1 egyenls van, és ezek a (O,

1 1
Vi
alkalmazni.

1
—} intervallumban helyezkednek el. (Mivel

V3

1
és az a;-k Osszege 1, legfeljebb csak az egyik lehet —=-nal nagyobb.) Erre az egyre mas modszert lehet
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