A leképzés nyilvan injektiv (kolcsondsen egyértelmi) hiszen ha két kiilonboz6 pont képe ugyanaz a pont lenne,
akkor egy, e két pontot csicsként tartalmazéd téglalap négy csicsanak képe nem lehetne egy téglalap négy csicsa.
Jeloljiik a feladatbeli leképzést a tovabbiakban o-vel. Allitasunkat a kovetkezs lépéseken keresztiil latjuk be.

(1) A ¢ leképzés derékszogi hdromsziget tart, azaz bdrmely derékszigii hdromszdg hdrom csicsdnak képe egy
derékszigid hdromszég hdrom csicsa. Legyenek ugyanis A, B, C egy derékszogli haromszog csiucsai. Egészitsiik ki
a haromszoget egy ABCD téglalappa, ekkor ¢(A), ¢(B), ¢(C), (D) egy téglalap cstcsai, igy koziiliik barmelyik
harom egy derékszogi haromszog harom cstcsa.

(2) A ¢ megtartja a kollinearitdst, pontosabban: ha az x, y, z pontok eqy egyenesen fekszenek, akkor o(z), ¢(y),
©(z) is egy egyenesen van.

A) Tegyiik fel el6szor, hogy az A, B, C pontok nem kollinearisak. Ekkor csak véges sok olyan P pont van, amelyre
az ABP, ACP, BC'P haromszogek koziil legalabb kett6 derékszogi. Ha ugyanis az ABP haromszog derékszogd, akkor
P vagy az AB mint atmérs ,f61é” rajzolt Thalész-korén van, vagy az AB szakaszra annak valamelyik végpontjaban
emelt merglegesen; hasonlo igaz az ACP és BCP haromszogre is. A harom Thalész kor nyilvan kiilonb6zs, és — az A,
B, C-re tett feltevés miatt — ugyanez igaz a hat egyenesre is. A két kor és hat egyenes koziil ezért barmely kettének
csak véges sok kozos pontja lehet.

B) Ha A, B, C egy egyenesen vannak, akkor végtelen sok olyan P pont létezik, amelyre az ABP, ACP, BCP
haromszogek koziil legalabb kett6 derékszog; ilyen példaul a harom pont koézos egyenesére A-ban, B-ben vagy C-ben
emelt merdleges barmely pontja.

Tegyiik fel ezutan, hogy X, Y, Z kollinearis pontharmas. B) szerint végtelen sok olyan P pont van, amelyre az
XYP, XZP,YZP haromszogek koziil legalabb ketts derékszogd, és minden ilyen P-re o(P) is ilyen tulajdonsagu
pont lesz ¢(X), p(Y), ¢(Z)-hez (1) miatt. Végtelen sok ilyen ¢(P) van, hiszen ¢ injektiv; ezért A) miatt a p(X),
©(Y), ¢(Z) harmas is kollinearis.

(3) ¢ megtartja az egy egyenesen lévd pontok rendezését.

A) Ha X, Y, Z kiilonbozok és egy egyenesen vannak, akkor pontosan két olyan R pont van, amelyre az XY R,
XZR,Y ZR haromszogek mindegyike derékszogi. Ha példaul Y az X és Z kozott helyezkedik el, akkor R csak az X Z
szakasz Thalész-korének és az X Z-re Y-ban allitott mer6legesnek a (két) metszéspontja lehet. (A méasik két Thalész-
kor nem metszi a harmadik pontban allitott mer&legest lasd. 1. dbra.) Megallapithatjuk, hogy az R1 X Ra, R1Y Ro,
R1Z Ry harmasok koziil egyediil R1Y Rs kollinearis.

B) Tegyiik fel, hogy a paronként kiilonb6z8 A, B, C pontok egy egyenesen fekszenek, és B az A és C kozott helyez-
kedik el. Tekintsiik azokat — az A) szerint kizarolagosan létezé — Py és P> pontokat, amelyekre ABP;, ACP;, BCP;,
ABPs, ACP,, BC P, mindegyike derékszogt. Mivel ¢ kolcsonosen egyértelmt, azért p(A), ¢(B), ¢(C) is kiilonbozéek,
és (2) miatt kollinearisak. Az (1) szerint ©(P;) és o(Ps) az a két (kiilonbozs) pont, amely ¢(A), ¢(B), ¢(C) koziil
barmelyik kettGvel derékszogi haromszoget hataroz meg. Az A) szerint igy a ¢(P1)e(A)p(P2) , ¢(P1)e(B)e(P2),
©(P1)p(C)p(Py) pontharmasok koziil egyediil az kollineéris, amelyik ¢(A), ¢(B), ¢(C) koziil a kozbiilss helyzetd
pontot tartalmazza. Azonban feltevésiinkbdl kovetkezik, hogy a Py, B, P> pontok egy egyenesen vannak, ezért (2)
szerint a p(P1), p(B), ¢(P2) pontok is egy egyenesen fekszenek. Az A)-beli megallapitas értelmében ez csak gy lehet,
hogy ¢(B) a p(A) és p(C) kozott helyezkedik el.

(4) ¢ felezépontot tart, azaz, ha Y az Ry Ry szakasz felezdpontja, akkor a o(Ry1)p(R2) szakasz felezépontja o(Y).

Tegyiik fel, hogy az Ry Ry szakasz felezGpontja Y. Ekkor talalhaté két olyan (egymastol és Y-t6l kiilonbo6z6) X és
Z pont, amelyek altal meghatérozott szakasznak az Y bels6 pontja, és amelyre az R; XY, R; X Z, R;Y Z haromszogek
mindegyike derékszogd. A (3) miatt ekkor p(Y) a ¢(X)p(Z) szakasz bels6 pontja, és (1) szerint a ¢(R;)p(X)e(Y),
V(R;)p(X)p(Z), p(R;)e(Y)p(Z) haromszogek mindegyike derékszogt. A 3A)-ban lattuk, hogy ekkor ¢(R1) és ¢(R2)
nem mas, mint a ©(X)p(Z) szakasz Thalész-korének a ¢(X)p(Z)-re o(Y)-ban allitott merdlegessel valo két metszés-
pontja. A két metszéspont a kor (X )o(Z) atmérGjére szimmetrikus helyzett 1eévén ¢(X) felezi a (R )¢(Re) szakaszt.
A bizonyitott (4) tulajdonsag kovetkezménye, hogy ha egy szakaszt n egyenld részre osztunk, akkor az osztépontok
képei a végpontok képei altal meghatarozott szakaszt n egyenls részre osztjak.

(5) Ha A, B, C, D egy négyzet négy csicsa, amelyek ebben a sorrendben kévetik egymdst, és a négyzet ko-
zéppontja K, akkor o(A), o(B), o(C), ¢(D) is egy négyzet négy egymdst ebben a sorrendben kivetd csicsa, €s a
p(A)p(B)e(C)p(D) négyzet kizéppontja o(K).

A ¢(4), ¢(B), ¢(C), (D) pontok sziikségképpen egy téglalap cstucsai (2. dbra). Az AC és BD szakaszok ko-
z0s felez6pontja K, ezért ¢ kilesonos egyértelmiisége és (4) miatt o(K) a o(A)p(C) és p(B)p(D) szakaszok kdzos
felez6pontjaként a téglalap kozéppontja, mivel p(A)p(C) és o(B)p(D) csak atlok lehetnek. Mivel AK B derékszogi
haromszog, azért p(A)e(K)p(B) is derékszogi haromszog (1) miatt.

Igy a o(A)p(B)p(C)p(D) téglalap négyzet.

(6) Vegytink fel a sikon egy O kezdGpontu derékszogi koordinatarendszert, a koordinatatengelyek Eq, Fo pont-
jaira legyen OF; = OFy = 1 (3. dbra). A p(E1)¢(0)¢(F2) héromszdg egyenldszari derékszogi (5) miatt; legyen
©(0)p(E1) = ¢(0)p(Ey) = e, és tekintsiik a o(F1), o(F2), ¢(O) pontok altal meghatarozott koordinatarendszert.
Legyen PQ egy tetszéleges szakasz, a P és () pontok meréleges vetiileteit a koordinatatengelyekre jeldlje P, Q1, P,
Q2- Az (5) bizonyitasabol lathato, hogy minden téglalap egymast kovets csicsainak ¢-nél vett képei a megfelels tégla-
lap egymast kovetd csicsai, p-t6l fliggben vagy mindig az eredetivel azonos, vagy mindig azzal ellentétes koriiljarasban.
Ezért a o(P), ¢(Q) pontok merdleges vetiiletei az ,,tij” koordinatarendszer tengelyeire p(Py), p(P2), ¢(Q1), (Q2).




Legyen n tetszéleges pozitiv egész szam, és mérjiik fel az OP; szakaszra O-t6l kezdve az egységszakasz (OFE7)
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azt a kovetkezményét is, hogy ha egy AB szakasz P pontjara AP < PB teljesiil, akkor a PB szakasz AP = PA;
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Mivel ez minden n pozitiv egészre elmondhatd, o(O)p(Py) = e - OP; adodik, akircsak ¢(O)p(P2) = e - OPa,
P(0)p(Q1) = e- 0Q1, »(0)p(Q2) = e OQs. Tehat
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PPVP@Q = VePIo@n) + o (Be(@a) == J (F(01(@) ~ 2072 + (2(002(@2) - 01(P) ==/ [e (0@ —

a P és @ pontok vélasztasatol fliggetleniil.
Ezzel belattuk, hogy a siktranszforméacié (1)—(5) pontokban leirt tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az egyben

hasonlésagi transzformécio is.
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